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1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì åñëè èñêîìàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ u(x) ïî-
ÿâëÿåòñÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Òèïè÷íûé âèä èíòåãðàëüíîãî óðàâííèÿ (ÈÓ) äëÿ
u(x)

u(x) = f(x) +

∫ β(x)

α(x)

K(x, t)u(t) dt

ãäå íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ ôóíêöèÿ K(x, t) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì

ÈÓ, α(x) è β(x) � ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ. Ôóíêöèè K(x, t), f(x) ñ÷èòàþòñÿ çàäà-
íûìè. Äàííîå ÈÓ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïî u(x) ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ u(x) ïîÿâëÿåòñÿ
â ïåðâîé ñòåïåíè. Ðåøèòü ÈÓ � îçíâ÷àåò íàéòè íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ u(x), óäîâëå-
òâîðÿþùóþ äàííîìó óðàâíåíèþ. ÈÓ âîçíèêàþò â çàäà÷àõ ôçèêè, õèìèè è áèîëîãèè,
â êîòîðûõ èìååòñÿ ìîäåëü, îïèñûâàåìàÿ çàäà÷åé Êîøè äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé â
êîíå÷íîì èíòåðâàëå.

Ïðèìåð 1 Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè è ïîêàçàòü, ÷òî îíà ñâîäèòñÿ ê ÈÓ, ðåøåíèåì êîòî-
ðîãî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è Êîøè

u′(x) = 2xu(x), u(0) = 1 x ≥ 0

1 Êëàññèôèêàöèÿ ëèíåéíûõ ÈÓ

Èìååòñÿ äâà ãëàâíûõ êëàññà:ÈÓ Ôðåäõîëüìà èÈÓ Âîëüòåððà. Òàêæå âûäåëÿþò
÷åòûðå ïîäêëàññà ÈÓ:

1. Èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (ÈÄÓ)

2. Ñèíãóëÿðíûå óðàâíåíèÿ

3. ÈÓ Ôðåäõîëüìà-Âîëüòåððà

4. ÈÄÓ Ôðåäõîëüìà-Âîëüòåððà

2 Ëèíåéíûå ÈÓ Ôðåäõîëüìà

Ðàññìîòðèì çàðàíåå çàäàííûå a = const, b = const è ôóíêöèè K(x, t), f(x), ϕ(x).
Ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà ÈÓ Ôðåäõîëüìà:
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ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)u(t) dt

ãäå λ � çàäàííûé ïàðàìåòð, ñìûñë êîòîðîãî ñòàíåò ÿñíûì äàëåå. Ìû áóäåì èçó÷àòü
äâà òèïà ÈÓ Ôðåäõîëüìà:

1. Ïðè ϕ(x) = 0 � ÈÓ Ôðåäõîëüìà ïåðâîãî ðîäà

0 = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)u(t) dt

2. Ïðè ϕ(x) = 1 � ÈÓ Ôðåäõîëüìà âòîðîãî ðîäà

u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)u(t) dt

Ïðè÷åì ïðè f(x) = 0 ÈÓ íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, à ïðè f(x) ̸= 0 � íåîäíîðîä-
íûì.

3 Ëèíåéíûå ÈÓ Âîëüòåððà

Ðàññìîòðèì çàðàíåå çàäàííûå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ α(x), β(x) è ôóíêöèèK(x, t), f(x), ϕ(x).
Ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà ÈÓ Âîëüòåððà:

ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)

K(x, t)u(t) dt

ãäå λ � çàäàííûé ïàðàìåòð, ñìûñë êîòîðîãî ñòàíåò ÿñíûì äàëåå. Ìû áóäåì èçó÷àòü
äâà òèïà ÈÓ Âîëüòåððà:

1. Ïðè ϕ(x) = 0 � ÈÓ Âîëüòåððà ïåðâîãî ðîäà

0 = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)

K(x, t)u(t) dt

2. Ïðè ϕ(x) = 1 � ÈÓ Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà
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u(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)

K(x, t)u(t) dt

Ïðè÷åì ïðè f(x) = 0 ÈÓ íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, à ïðè f(x) ̸= 0 � íåîäíîðîä-
íûì.

Ïðèìåð 2 Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè è ïîêàçàòü, ÷òî îíà ñâîäèòñÿ ê ÈÓ, ðåøåíèåì êîòî-
ðîãî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è Êîøè. Îïðåäåëèòü òèï, ðîä è ñâîéñòâà ïîëó-
÷åííîãî ÈÓ.

u′(x) = 4u(x), u(0) = 1 x ≥ 0

Ïðèìåð 3 Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè è ïîêàçàòü, ÷òî îíà ñâîäèòñÿ ê ÈÓ, ðåøåíèåì êîòî-
ðîãî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è Êîøè. Îïðåäåëèòü òèï, ðîä è ñâîéñòâà ïîëó-
÷åííîãî ÈÓ.

u′(x) = 3x2u(x), u(0) = 1 x ≥ 0

Ïðèìåð 4 Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè è ïîêàçàòü, ÷òî îíà ñâîäèòñÿ ê ÈÓ, ðåøåíèåì êîòî-
ðîãî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è Êîøè. Îïðåäåëèòü òèï, ðîä è ñâîéñòâà ïîëó-
÷åííîãî ÈÓ.

u′(x) = u(x)2, u(0) = 4 x ≥ 0

4 Ðåøåíèå ÈÓ

Ðåøåíèåì ÈÓ íà èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
èñõîäíîìó ÈÓ, ò.å îáðàùàþùàÿ åãî ïðè ïîäñòàíîâêå â òîæäåñòâî. Âîïðîñû ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ÈÓ áóäóò ðàññìîòðåíû ïîçäíåå.

Ïðèìåð 5 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u = ex ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÈÓ.

u(x) = 1 +

∫ x

0

u(t)dt

Ïðèìåð 6 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u = x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÈÓ.

u(x) =
5x

6
− 1

9
+

1

3

∫ 1

0

(x+ t)u(t)dt
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Ïðèìåð 7 Íàéòè α åñëè ôóíêöèÿ u = e−x2
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÈÓ.

u(x) = 1 − α

∫ x

0

tu(t)dt

Ïðèìåð 8 Íàéòè α åñëè ôóíêöèÿ u = x2 + x3 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÈÓ.

u(x) = x3 − x2 − 2x+ α

∫ 1

−1

(xt2 + x2t)u(t)dt

Íå âñåãäà âîçìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå ÈÓ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ è çàêðûòîé
ôîðìå. Èíîãäà ðåøåíèå ìîæíî íàéòè â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà. Íåëèíåéíûå ÈÓ
ìîãóò èìåòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 9 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè u = x è u = 5x ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ÈÓ.

u(x) =
5x

6
+

1

2

∫ 1

0

xu(t)2dt

5 Ñâåäåíèå ÈÓ Âîëüòåððà ê ÎÄÓ

Âñïîìíèì èç êóðñà ìàòàíàëèçà êàê äèôôåðåíöèðîâàòü èíòåãðàëû ïî ïðàâèëó Ëåéá-
íèöà:

d

dx

∫ β(x)

α(x)

G(x, t)dt = G(x, β(x))
dβ

dx
− G(x, α(x))

dα

dx
+

∫ β(x)

α(x)

∂G

∂x
dt

ãäå G(x, t) è ∂G
∂x

� íåïðåðûâíûå ôóíêöèè â îáëàñòè D : a ≤ x ≤ b, t0 ≤ t ≤ t1, à
ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ α(x), β(x) èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äëÿ a ≤ x ≤ b

Ïðèìåð 1 Íàéòè ïðîèçâîäíóþ èíòåãðàëà

d

dx

∫ x

0

(x − t)2u(t)dt

Ïðèìåð 2 Íàéòè ïðîèçâîäíóþ èíòåãðàëà

d

dx

∫ x

0

(x − t)u(t)dt

5



Ïðèìåð 3 Íàéòè ïðîèçâîäíóþ èíòåãðàëà

d

dx

∫ x

0

u(t)dt

Åñëè äàíî ÈÓ, òî åãî ìîæíî ïîïðîáîâàòü ñâåñòè ê ÎÄÓ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ðåøèòü ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó Êîøè. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïðîäèô-
ôåðåíöèðîâàòü îáå ÷àñòè ÈÓ ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà è íàéòè íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u(x).

Ïðèìåð 4 Íàéòè çàäà÷ó Êîøè ýêâèâàëåíòíóþ ÈÓ Âîëüòåððà. Ðåøèòå å¼ è ïðîâåðüòå,
÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî ÈÓ.

u(x) = 1 +

∫ x

0

u(t)dt

Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà è ïîäñòàâèâ â èñõîäíîå
ÈÓ x = 0 ïîëó÷àåì

u′(x) = −u(x), u(0) = 1

Ïðèìåð 5 Íàéòè çàäà÷ó Êîøè ýêâèâàëåíòíóþ ÈÓ Âîëüòåððà. Ðåøèòå å¼ è ïðîâåðüòå,
÷òî íàéäåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî ÈÓ.

u′(x) = 1 −
∫ x

0

u(t)dt

Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà è ïîäñòàâèâ â èñõîäíîå
ÈÓ x = 0 ïîëó÷àåì

u′′(x) = −u(x), u(0) = 0, u′(0) = 1

Ïðèìåð 6 Íàéòè çàäà÷ó Êîøè ýêâèâàëåíòíóþ ÈÓ Âîëüòåððà.

u(x) = x3 +

∫ x

0

(x− t)2u(t)dt

Ïîäñêàçêà: ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü îáå ÷àñòè ÈÓ òðè ðàçà.

Ïðèìåð 7 Íàéòè çàäà÷ó Êîøè ýêâèâàëåíòíóþ ÈÓ Âîëüòåððà.

u(x) = 1 + x +

∫ x

0

(x− t)2u(t)dt
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6 Ñâåäåíèå çàäà÷è Êîøè ê ÈÓ Âîëüòåððà

Âñïîìíèì èç êóðñà ìàòàíàëèçà ôîðìóëó ñâåäåíèÿ ìíîãîêðàòíîãî èíòåãðàëà ê îäíî-
ìåðíîìó èíòåãðàëó:

∫ x

0

∫ x1

0

∫ x2

0

. . .

∫ xn−1

0

f(xn)dxn . . . dx1 =
1

(n− 1)!

∫ x

0

(x− t)n−1f(t)dt

Ïîëåçíûå ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè ýòîé ôîðìóëû (äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî):

∫ x

0

∫ x

0

f(t)dtdt =

∫ x

0

(x− t)f(t)dt

∫ x

0

∫ x

0

∫ x

0

f(t)dtdtdt =
1

2

∫ x

0

(x− t)2f(t)dt

Ïðèìåð Ñâåñòè ê îäíîìåðíîìó èíòåãðàëó

I(x) =

∫ x

0

∫ x

0

∫ x

0

∫ x

0

u(t)dtdtdtdt

Ïðèìåð Ñâåñòè ê îäíîìåðíîìó èíòåãðàëó

I(x) =

∫ x

0

∫ x

0

∫ x

0

u(t)dtdtdt

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè âèäà:

y′′′(x) + p(x)y′′(x) + q(x)y′(x) + r(x)y(x) = g(x), y(0) = α, y′(0) = β, y′′(0) = γ

ãäå ôóíêöèè ìîãóò p(x), q(x), r(x) áûòü ðàçëîæåíû â ðÿä Òýéëîðà, à α, β, γ � êîí-
ñòàíòû. Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x) íåïðåðûâíà íà ðàññìàòðèâàåì èíòåðâàëå. Ïîëîæèì

y′′′(x) = u(x)

è ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ îò 0 äî x:

y′′(x) − y′′(0) =

∫ x

0

u(t)dt
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Ïóñòü y′′(0) = γ, òîãäà:

y′′(x) = γ +

∫ x

0

u(t)dt

è åùå ðàç ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ îò 0 äî x:

y′(x) − y′(0) = γx +

∫ x

0

∫ x

0

u(t)dtdt

Ïóñòü y′(0) = β, òîãäà:

y′(x) = β + γx +

∫ x

0

∫ x

0

u(t)dtdt

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî y(0) = α åùå ðàç ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ îò 0 äî
x:

y(x) = α + βx +
γx2

2
+

∫ x

0

∫ x

0

∫ x

0

u(t)dtdtdt

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ êðàòíîñòè èíòåãðàëîâ ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ

y′(x) = β + γx +

∫ x

0

(x− t)u(t)dt

y(x) = α + βx +
γx2

2
+

1

2

∫ x

0

(x− t)2u(t)dt

ïîäñòàâèâ êîòîðûå â èñõîäíóþ çàäà÷ó Êîøè, íàéä¼ì èñêîìîå ÈÓ:

u(x) = f(x) +

∫ x

0

K(x, t)u(t) dt

ãäå

K(x, t) = p(x) + q(x)(x− t) +
1

2
r(x)(x− t)2

Óïðàæíåíèå: âûïèøèòå âûðàæåíèå äëÿ f(x)

Ïðèìåð. Ñâåñòè çàäà÷ó Êîøè ê ÈÓ

y′′′(x) − 3y′′(x) − 6y′(x) + 5y(x) = 0, y(0) = y′(0) = y′′(0) = 1

Ïðèìåð. Ñâåñòè çàäà÷ó Êîøè ê ÈÓ

y′′(x) + y(x) = cos(x), y(0) = 0, y′(0) = 1

8



7 Ñâåäåíèå êðàåâîé çàäà÷è ê ÈÓ Ôðåäõîëüìà

Çàäàííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó (ÊÇ) ìîæíî ñâåñòè ê ÈÓ àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì. Ïðè
ïðèìåíåíèè ïîñëåäíåãî íóæíî íàéòè íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå íå
âñåãäà çàäàíû â èñõîäíîé ÊÇ. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð. Âûâåñòè ÈÓ Ôðåäõîëüìà äëÿ ÊÇ

y′′(x) + y(x) = x, y(0) = 1, y(π) = π − 1

Ïîëîæèì y′′(x) = u(x) è ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ îò 0 äî x:

y′(x) = y′(0) +

∫ x

0

u(t)dt

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå y′(0) íå äàíî â óñëîâèè ÊÇ, ïîýòîìó îïðåäåëèì åãî ïîçæå, èñ-
ïîëüçóÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðè x = π. Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè âûðàæåíèÿ è èñïîëüçóÿ
ãðàíè÷íîå óñëîâèå y(0) = 1:

y(x) = 1 + y′(0)x +

∫ x

0

(x− t)u(t)dt

Ïîäñòàâèì â îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ x = π è íàéäåì y′(0)

y′(0) =
1

π

(
(π − x) −

∫ x

0

(π − t)u(t)dt

)
Ïðîäåëàâ ðÿä âûêëàäîê ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

y(x) = 1 +
x

π

(
(π − 2) −

∫ x

0

(π − t)u(t)dt) +

∫ x

0

(x− t)u(t)dt

)
êîòîðîå ïðèâîäèòñÿ ê ÈÓ Ôðåäõîëüìà âèäà

u(x) =
2x− π

π
−

∫ x

0

K(x, t)u(t)dt

ñ ÿäðîìK(x, t). Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åíèå íåîäíîðîäíîãî ÈÓ ñòàëî ñëåäñòâèåì íåîä-
íîðîäíîñòè â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ èñõîäíîé ÊÇ.

Óïðàæíåíèå: Âûïèñàòü ÿâíûé âèä ÿäðà K(x, t).

Óïðàæíåíèå: Âûâåñòè ÈÓ Ôðåäõîëüìà äëÿ ÊÇ

y′′(x) + 4y(x) = sin(x), y(0) = y(1) = 0, 0 < x < 1
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2 Åâêëèäîâû è íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

Äëÿ îñâîåíèÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÈÓ ïîòðåáóþòñÿ ïîíÿòèÿ åâêëèäîâà è íîðìèðîâàí-
íîãî ïðîñòðàíñòâ, èçó÷àâøèõñÿ â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû.

1 Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà (ÅÏ)

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî E íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì
ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ∀x, y ∈ E ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî (x, y) ∈
R, íàçûâàåìîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû:

• ∀x, y ∈ E : (x, y) = (y, x)

• ∀x, y, z ∈ E : (x+ y, z) = (x, z) + (y, z)

• ∀x, y ∈ E, λ ∈ R : (λx, y) = λ(x, y)

• ∀x ∈ E : (x, x) ≥ 0
(x, x) = 0 ⇔ x = θ
x+ θ = x

Ïðèìåð: Ïîêàçàòü, ÷òî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ Tn ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ôîðìóëîé

(x, y) =
n∑

i=1

xiyi

Ïðèìåð: Ïîêàçàòü, ÷òî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå C[a, b] íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b]
ôóíêöèé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ôîðìóëîé

(f, g) =

∫ b

a

f(t)g(t)dt

Íîðìîé ýëåìåíòà x èç ÅÏ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ∥x∥ =
√

(x, x). Óãëîì ìåæäó íåíóëåâûìè

ýëåìåíòàìè x è y èç ÅÏ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ϕ = arccos (x,y)
∥x∥∥y∥ . Åñëè (x, y) = 0, òî

ýëåìåíòû x è y èç ÅÏ íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè.

2 Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà (ÍÏ)

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî N íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R íàçûâàåòñÿ íîðìèðî-
âàííûì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ∀x ∈ N ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî
∥x∥ ∈ R, íàçûâàåìîå åãî íîðìîé, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
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• ∀x ∈ N : ∥x∥ ≥ 0, ∥x∥ = 0 ⇔ x = θ

• ∀x ∈ N : λ ∈ R : ∥λx∥ = |λ| ∥x∥

• ∀x, y ∈ N : ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà)
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