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Ïðåäèñëîâèå
Ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì â êà÷åñòâåííîé

òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è èìååò âàæíåéøåå çíà÷åíèå äëÿ
ìíîãî÷èñëåííûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Â ñâîþ î÷åðåäü ôóíêöèè Ëÿ-
ïóíîâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îñíîâíîé èíñòðóìåíò â èññëåäîâàíèè ôåíî-
ìåíà óñòîé÷èâîñòè. Îíè íå òîëüêî ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü êàê äîñòàòî÷-
íûå, òàê è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè, íî è ïîìîãàþò ðàçðå-
øèòü ðÿä òðóäíûõ è òîíêèõ âîïðîñîâ: î òî÷íîì îïðåäåëåíèè îáëàñòè
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, îá îöåíêå âðåìåíè íàõîæäåíèÿ òðàåê-
òîðèè â îáëàñòè, óäàëåííîé îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, î íàõîæäåíèè
êðèòåðèåâ âñþäó îïðåäåëåííîñòè ðåøåíèé è äð. Çíàêîìñòâó ñòóäåíòîâ
ñ ýòèì óäèâèòåëüíî ïðîñòûì è â òî æå âðåìÿ ìîùíåéøèì ìåòîäîì è
ïîñâÿùåíî äàííîå ïîñîáèå.

Ïîëüçóÿñü ñëó÷àåì, àâòîð âûðàæàåò áåñêîíå÷íóþ ïðèçíàòåëüíîñòü
êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê Å. Ï. Âîëîêèòèíó, êîòîðûé äàë ìíîæåñòâî öåííûõ
ðåêîìåíäàöèé, à òàêæå ïîäãîòîâèë âñå ðèñóíêè äëÿ íàñòîÿùåãî ïîñî-
áèÿ.

� 1. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâ òåîðèè
1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæå-
íèÿ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî àâòîíîìíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé âèäà1

(1) dxi

dt
= fi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (1), ò. å. ôóíêöèè fi(x1, . . . , xn),
íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè â íåêî-
òîðîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå Ω ⊂ Rn. Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè x0 =
(x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) ∈ Ω òåîðåìà Ïèêàðà ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå åäèí-

ñòâåííîãî íåïðîäîëæàåìîãî ðåøåíèÿ xi = xi(t, x0), i = 1, 2, . . . , n ñèñòå-
ìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì xi(0, x0) = x0

i . Îáû÷íî
ïåðåìåííàÿ t èãðàåò ðîëü âðåìåíè.

1Êîíå÷íî, ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà (èíîãäà íàçûâàåìûé òàêæå âòîðûì, èëè
ïðÿìûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà) ðàçðàáîòàí íå òîëüêî äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì. Îí ïðè-
ìåíèì è äëÿ ñèñòåì ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, çàâèñÿùåé îò âðåìåíè, èìååòñÿ òàêæå áîãàòàÿ
òåîðèÿ äëÿ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Æåëàþùèõ áëèæå ïîçíàêî-
ìèòüñÿ ñ ýòèìè âîïðîñàìè, à òàêæå ñ ïåðâûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà, ìû îòñûëàåì ê
ëèòåðàòóðå (ñì., íàïðèìåð, [3], [4], [10]).
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Â äàëüíåéøåì ñèñòåìó (1) ìû áóäåì çàïèñûâàòü â ñîêðàùåííîé âåê-
òîðíîé ôîðìå
(2) ẋ = f(x),

ãäå f =




f1

...
fn


, x =




x1

...
xn


. Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ òî÷êè x0 ∈ Ω ÷åðåç

x(t, x0) áóäåì îáîçíà÷àòü íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) ñ íà-
÷àëüíûìè äàííûìè x(0, x0) = x0. Äëÿ âåêòîðà x ∈ Rn ÷åðåç |x| áóäåì
îáîçíà÷àòü åâêëèäîâó íîðìó |x| = (

n∑
i=1

x2
i )

1
2 .

Òî÷êà x∗ ∈ Ω íàçûâàåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (2), åñëè
f(x∗) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå x(t) ≡ x∗, t ∈ R � íåïðîäîëæà-
åìîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2). Òàêîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì,
óñòîé÷èâîñòü èìåííî òàêèõ ðåøåíèé ìû è áóäåì èçó÷àòü. Ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ x∗ áóäåì íàçûâàòü óñòîé÷èâûì, åñëè óñòîé÷èâî ñîîòâåòñòâó-
þùåå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå.

Âîïðîñ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (2) ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ
y(t) ≡ 0 äðóãîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû, ïîëó÷àåìîé èç (2) ñ ïîìîùüþ çà-
ìåíû x = y+x∗. Ïîýòîìó íèæå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 0 ∈ Rn åñòü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ò. å. 0 ∈ Ω è

f(0) = 0.

Èñïîëüçóåìîå íèæå ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè íîñèò íàçâàíèå óñòîé÷è-
âîñòü ïî Ëÿïóíîâó. Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîò-
ðåíèåì óñòîé÷èâîñòè ïðè t → +∞ (âïðàâî).

Îïðåäåëåíèå 1.1.1.Íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) íàçûâàåòñÿ óñòîé-
÷èâûì, åñëè

1) ∃∆ > 0 òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà |ξ| < ∆ âûòåêàåò, ÷òî íåïðîäîë-
æàåìîå ðåøåíèå x(t, ξ) îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ t ∈ [0,+∞);

2) ∀ε > 0 ∃δ(ε) ∈ (0, ∆] òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà |ξ| < δ(ε) âûòåêàåò
îöåíêà |x(t, ξ)| < ε äëÿ âñåõ t ∈ [0, +∞)2.

2Äëÿ ïîëíîòû ìû ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè â îáùåì ñëó÷àå.
Îïðåäåëåíèå 1.1.1′. Ïóñòü ϕ(t), t ∈ (α(ϕ), ω(ϕ)) � íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå

ñèñòåìû (2). Îíî íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè 1) ω(ϕ) = +∞; 2) ∀τ ∈ (α(ϕ), +∞)
∃∆(τ) > 0 òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà |ξ − ϕ(τ)| < ∆(τ) âûòåêàåò, ÷òî ó íåïðîäîëæà-
åìîãî ðåøåíèÿ x(t, τ, ξ) çàäà÷è Êîøè (τ, ξ) ïðàâûé êîíåö èíòåðâàëà ñóùåñòâîâàíèÿ
ω(τ, ξ) = +∞; 3) ∀τ ∈ (α(ϕ), +∞) ∀ε > 0 ∃δ(τ, ε) ∈ (0, ∆(τ)] òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà
|ξ − ϕ(τ)| < δ(τ, ε) âûòåêàåò îöåíêà |x(t, τ, ξ)− ϕ(t)| < ε, t ∈ [τ, +∞).
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Îïðåäåëåíèå 1.1.2.Íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) íàçûâàåòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè îíî óñòîé÷èâî è

3) ∃ρ ∈ (0,∆] òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà |ξ| < ρ âûòåêàåò ñõîäèìîñòü
|x(t, ξ)| → 0 ïðè t → +∞.

Îòêðûòûé øàð B(0, ρ) íàçûâàåòñÿ øàðîì ïðèòÿæåíèÿ ê íóëåâîìó
ðåøåíèþ.

Íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíî óñòîé÷èâûì,
åñëè îíî óñòîé÷èâî, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

1.2. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì ä.ó. ñ ïîñòîÿííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè. Çäåñü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû âèäà

(3) ẋ = Ax,

ãäå A ∈ Rn×n åñòü êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = (aij)i,j=1,...,n. Äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ èçâåñòíû ôîðìóëû ðåøåíèé (ñì., íàïðèìåð, [12], ñ. 60�61), ïî-
ýòîìó âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðåøàåòñÿ ëåãêî.

Òåîðåìà 1.2.1. Íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè âñåõ ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñåë ìàòðèöû A îòðèöàòåëüíû.

Òåîðåìà 1.2.2. Åñëè äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü õîòÿ áû îäíîãî ñîáñòâåí-
íîãî ÷èñëà ìàòðèöû A ïîëîæèòåëüíà, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3)
íåóñòîé÷èâî.

Ìàòðèöó A áóäåì íàçûâàòü óñòîé÷èâîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì òåîðåìû 1.2.1, è íåóñòîé÷èâîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû 1.2.2. Åñëè æå ìàòðèöà A íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íè òîé,
íè äðóãîé òåîðåìû (ò. å. åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A èìåþò
íåïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè è õîòÿ áû îäíî èç íèõ èìååò
íóëåâóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü), òî òàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ êðèòè-
÷åñêîé.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2′. Íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå ϕ(t), t ∈ (α(ϕ), ω(ϕ)) íàçûâà-
åòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè îíî óñòîé÷èâî è 4) ∀τ ∈ (α(ϕ), +∞)
∃ρ ∈ (0, ∆(τ)] òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà |ξ − ϕ(τ)| < ρ(τ) âûòåêàåò ñõîäèìîñòü
|x(t, τ, ξ)− ϕ(t)| → 0 ïðè t → +∞.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî â íàñòîÿùåì ïîñîáèè ñëó÷àÿ ñòàöèîíàðíûõ
ðåøåíèé àâòîíîìíûõ ñèñòåì ïàðàìåòðû ∆(τ), ρ(τ), δ(τ, ε) âîâñå íå çàâèñÿò îò τ �
ýòî ìîæíî âûâåñòè èç ôîðìóëû x(t, τ, ξ) = x(t − τ, 0, ξ) = x(t − τ, ξ). Â îáùåì ñëó-
÷àå (äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ϕ) åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî τ̄ ∈ (α(ϕ), +∞) ñó-
ùåñòâóþò óêàçàííûå ïàðàìåòðû ∆(τ̄), ρ(τ̄), δ(τ, ε), òî îíè ñóùåñòâóþò è äëÿ âñåõ
τ ∈ (α(ϕ), +∞) � ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé îò
íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü õîòÿ
áû äëÿ îäíîãî τ̄ .
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Çàäà÷à 1. Íàéäèòå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà êðèòè-
÷åñêóþ ìàòðèöó A ∈ Rn×n, ÷òîáû íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3) áûëî
óñòîé÷èâûì.

Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ñëó÷àÿ êðèòè÷åñêèõ ìàòðèö îò ñèòóàöèé, îïè-
ñàííûõ â òåîðåìàõ 1.2.1 è 1.2.2, ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì ïðè ïåðåõîäå îò ñè-
ñòåìû (3) ê îáùèì ñèñòåìàì âèäà (2).

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà íàïîìíèì ïîëåçíûé êðèòåðèé îòðè-
öàòåëüíîñòè âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé êîðíåé óðàâíåíèÿ

(4) a0λ
n + a1λ

n−1 + · · ·+ an−1λ + an = 0, a0 > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆i ãëàâíûå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû ìàòðèöû Ãóðâè-
öà 



a1 a0 0 0 0 0 . . . 0
a3 a2 a1 a0 0 0 . . . 0
a5 a4 a3 a2 a1 a0 . . . 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 0 0 . . . an,




,

ò. å.

∆1 = a1, ∆2 =
∣∣∣∣

a1 a0

a3 a2

∣∣∣∣ , ∆3 =

∣∣∣∣∣∣

a1 a0 0
a3 a2 a1

a5 a4 a3

∣∣∣∣∣∣
, . . .

Êðèòåðèé Ëüåíàðà � Øèïàðà: Äëÿ îòðèöàòåëüíîñòè âñåõ âåùå-
ñòâåííûõ ÷àñòåé êîðíåé óðàâíåíèÿ (4) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
âñå ai > 0 è ÷òîáû ∆n−1 > 0, ∆n−3 > 0, ∆n−5 > 0,. . .
1.3. Óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ. ×åðåç f ′(x) áóäåì
îáîçíà÷àòü ìàòðèöó ßêîáè f ′(x) =

(
∂fi

∂xj

)
i,j=1,...,n

.
Òåîðåìà 1.3.1. Åñëè ìàòðèöà f ′(0) óñòîé÷èâà, òî è íóëåâîå ðåøåíèå

ñèñòåìû (2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Åñëè ìàòðèöà f ′(0) íåóñòîé÷è-
âà, òî è íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) íåóñòîé÷èâî.

Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà f ′(0) êðèòè÷åñêàÿ, îïðåäåëèòü óñòîé-
÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2) ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ íåâîç-
ìîæíî. Äðóãèìè ñëîâàìè, â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå, êàêèì áû íè áûë îòâåò
íà âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) c A = f ′(0),
îòâåò íà òîò æå âîïðîñ äëÿ ñèñòåìû (2) ìîæåò îêàçàòüñÿ äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíûì.

Ïðèìåð 1.3.2. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà (n = 1)
(5) ẋ = ax3.

Çäåñü f(x) = ax3, f ′(0) = 0, ïîýòîìó ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå (â
ïåðâîì ïðèáëèæåíèè) èìååò âèä ẋ = 0. Ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (0, ξ)
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äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðîñòîé ôîðìóëå x(t, ξ) ≡ ξ,
t ∈ (−∞, +∞). Ïîýòîìó íóëåâîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî (ñ ïàðàìåòðàìè
∆ = +∞ è δ(ε) = ε, ñì. Îïðåäåëåíèå 1.1.1), íî íå àñèìïòîòè÷åñêè, òàê
êàê ρ = 0 (ñì. Îïðåäåëåíèå 1.1.2). Íàëèöî íåéòðàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü.
Òåïåðü âåðíåìñÿ ê èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (5). Ïîñêîëüêó f(0) = 0, òî
ïðè ëþáîì a ∈ R ôóíêöèÿ x(t) ≡ 0, t ∈ (−∞, +∞) áóäåò íåïðîäîëæà-
åìûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5). Ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ëåãêî
íàõîäÿòñÿ äðóãèå ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ: x(t, ξ) = sgn ξ√

ξ−2−2at
ïðè

ξ 6= 0. Òåïåðü âñå çàâèñèò îò çíàêà a.
1) a > 0. Òîãäà âûïèñàííîå ðåøåíèå x(t, ξ) îïðåäåëåíî ëèøü ïðè t ∈

(−∞, 1
2aξ2 ). Çäåñü ∆ = 0, òàêèì îáðàçîì, íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî.

2) a < 0. Òîãäà ðåøåíèå x(t, ξ) îïðåäåëåíî ïðè t ∈ ( 1
2aξ2 ,+∞). Ïî-

ýòîìó ∆ = +∞. Äàëåå ∀ε > 0 δ(ε) = ε, òàê êàê ìîäóëü ôóíêöèè x(t, ξ)
ñòðîãî óáûâàåò ñ ðîñòîì t. Íàêîíåö, ρ = +∞, ïîñêîëüêó ∀ξ x(t, ξ) → 0
ïðè t →∞. Òàêèì îáðàçîì, íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âî.

3) a = 0. Òîãäà óðàâíåíèå (5) ñîâïàäàåò ñ ëèíåàðèçîâàííûì óðàâíå-
íèåì, ïîýòîìó ñíîâà èìååò ìåñòî íåéòðàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü.

Çàäà÷à 2. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(6) ẋ = axm,

ãäå a ∈ R, a 6= 0, m ∈ N.
Îáðàòíûé ïðèìåð � êîãäà ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû íåóñòîé-

÷èâî, à ðåøåíèå íåëèíåéíîé ñèñòåìû óñòîé÷èâî � âîçìîæåí òîëüêî ïðè
ñèñòåìàõ èç äâóõ è áîëåå óðàâíåíèé è ñòðîèòñÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå. ßâ-
íûé ïðèìåð òàêîãî ðîäà ìû óêàæåì â îäíîé èç çàäà÷ ï. 4.2, à ïîêà
îãðàíè÷èìñÿ ñëåäóþùèì ïðîñòûì âîïðîñîì.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü n = 2 è èçâåñòíî, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3)
c A = f ′(0) íåóñòîé÷èâî, à íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) óñòîé÷èâî.
Êàêîâà æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû A?

Ê ñîæàëåíèþ, ðàññìîòðåííàÿ â çàäà÷å 2 ñèòóàöèÿ � áîëüøàÿ ðåä-
êîñòü: ó íåëèíåéíûõ ñèñòåì íå÷àñòî óäàåòñÿ íàéòè îáùåå ðåøåíèå. Ïî-
ýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü â êðèòè÷åñêèõ ñëó-
÷àÿõ, íóæåí áîëåå òîíêèé èíñòðóìåíò, ÷åì ëèíåàðèçàöèÿ. Ñ ïîäîáíûì
èíñòðóìåíòîì ìû ïîçíàêîìèìñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.
1.4. Ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè. Ïóñòü V =
V (x1, . . . , xn) : B(0, h) → R åñòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ, îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîì îòêðûòîì øàðå Bh = B(0, h) ⊂ Ω ñ
öåíòðîì â 0 è ðàäèóñîì h. Ìû áóäåì èçó÷àòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè V
âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2) è íà îñíîâàíèè ýòîãî äåëàòü âûâîä îá
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óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè è ò. ï. Ôóíêöèè V , èìåþùèå óêàçàí-
íîå íàçíà÷åíèå, ïðèíÿòî íàçûâàòü ôóíêöèÿìè Ëÿïóíîâà.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìîæíî
ïîñ÷èòàòü ïðîèçâîäíóþ âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû, äàæå íå ðåøàÿ åå.
Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x = x(t) � íåêîòîðîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2). Ïî
èçâåñòíîé ôîðìóëå àíàëèçà dV (x(t))

dt = ∂V (x(t))
∂x1

dx1(t)
dt + · · ·+ ∂V (x(t))

∂xn

dxn(t)
dt .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x(t) åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (1), èìååì
(7)
dV (x(t))

dt
=

∂V (x(t))
∂x1

f1(x(t))+· · ·+∂V (x(t))
∂xn

fn(x(t))= grad V (x(t))·f(x(t)).

Òåïåðü ïîñòðîèì íîâóþ çàâèñÿùóþ òîëüêî îò x ôóíêöèþ, êîòîðóþ ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç V̇ , è áóäåì âû÷èñëÿòü åå ïî ôîðìóëå

V̇ (x) = grad V (x) · f(x).

Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ V̇ : B(0, h) → R íàçûâàåòñÿ
ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè V â ñèëó ñèñòåìû (2). Îíà âïîëíå îïðàâäûâà-
åò êàê ñâîå íàçâàíèå, òàê è ñâîå îáîçíà÷åíèå, ïîñêîëüêó â ñèëó ôîð-
ìóëû (7) äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû (2) ñïðàâåäëèâî òîæäå-
ñòâî dV (x(t))

dt = V̇ (x(t)) â øàðå B(0, h). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîé òî÷êè
x0 ∈ B(0, h) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî V̇ (x0) = dV (x(t,x0))

dt |t=0, ãäå x(t, x0),
íàïîìíèì, åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (2) c íà÷àëüíûìè
äàííûìè x(0, x0) = x0.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ îá óñòîé÷èâîñòè íàì ïîíàäîáÿòñÿ
íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ. Ôóíêöèþ V (x) íàçîâåì ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåííîé â øàðå Bh, åñëè V (0) = 0 è ïðè âñåõ x ∈ Bh,
èñêëþ÷àÿ òî÷êó x = 0, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî V (x) > 0. Åñëè æå
âìåñòî ýòîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî V (x) < 0, òî ôóíêöèÿ V (x) íà-
çûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé. Â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèþ
V (x) íàçîâåì çíàêîîïðåäåëåííîé.

Ôóíêöèÿ V (x) íàçûâàåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé â øàðå Bh, åñëè äëÿ âñåõ
x ∈ Bh âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî V (x) ≥ 0 èëè íåðàâåíñòâî V (x) ≤ 0.
Â ïåðâîì ñëó÷àå V (x) ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîëîæèòåëüíîé, à âî âòîðîì �
çíàêîîòðèöàòåëüíîé.

Åñëè æå ôóíêöèÿ V (x) ïðèíèìàåò â øàðå Bh êàê ïîëîæèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ, òàê è îòðèöàòåëüíûå, òî íàçîâåì åå çíàêîïåðåìåííîé â øàðå
Bh.

Ïðèìåð 1.4.1. Åñëè n = 2, òî ôóíêöèÿ V (x, y) = x2 + y2 ÿâëÿåòñÿ3
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé âî âñåì ïðîñòðàíñòâå R2. Äàëåå ôóíêöèÿ

3Ïðè n = 2 èëè n = 3 êîìïîíåíòû âåêòîðà (x1, . . . , xn) ìû, êàê ïðàâèëî, îáîçíà-
÷àåì ïðèâû÷íûìè ñèìâîëàìè (x, y) è (x, y, z) ñîîòâåòñòâåííî.
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V (x, y) = (x+y)2 ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé, íî óæå íå çíàêîîïðåäåëåí-
íîé. Íàêîíåö, ôóíêöèÿ V (x, y) = x2 − y2 ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé.

Çàäà÷à 4. Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ôóíêöèè äâóõ ïåðå-
ìåííûõ çíàêîîïðåäåëåííûìè, çíàêîïîñòîÿííûìè, çíàêîïåðåìåííûìè:
1) V (x, y) = x2+y2−2y3; 2) V (x, y) = (x−y)2; 3) V (x, y) = 1−cos x+y4;
4) V (x, y) = x2y+xy2; 5) V (x, y) = −x2; 6) V (x, y) = − sin2 x−(x−y)2.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâî-
ñòè.

Òåîðåìà 1.4.2 Åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V ∈ C1(B(0, h)), ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííàÿ â øàðå B(0, h), ïðè÷åì åå ïðîèçâîäíàÿ V̇ â ñèëó
ñèñòåìû (2) ÿâëÿåòñÿ çíàêîîòðèöàòåëüíîé â òîì æå øàðå, òî íóëåâîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (2) óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà 1.4.3 Åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V ∈ C1(B(0, h)), ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííàÿ â øàðå B(0, h), ïðè÷åì åå ïðîèçâîäíàÿ V̇ â ñèëó
ñèñòåìû (2) ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé â òîì æå øàðå, òî
íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ýòè òåîðåìû èìåþò íàãëÿäíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ìíîæåñòâà
óðîâíÿ V (x) = c ïðè ìàëûõ c > 0 îãðàíè÷èâàþò îáëàñòè, èç êîòîðûõ íå
ìîæåò "âûðâàòüñÿ" íèêàêàÿ òðàåêòîðèÿ, ò. å., îäíàæäû ïîïàâ â òàêóþ
îáëàñòü ïðè íåêîòîðîì ìîìåíòå âðåìåíè t0, ðåøåíèå îñòàíåòñÿ â ýòîé
îáëàñòè íàâñåãäà � ïðè âñåõ t > t0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ
îá óñòîé÷èâîñòè íóæíî åùå ó÷åñòü, ÷òî óêàçàííûå îáëàñòè ñæèìàþòñÿ
ê íà÷àëó êîîðäèíàò ïðè c → 0.

Ïðèìåð 1.4.4. Ðàññìîòðè ñèñòåìó ä.ó.

(8)
{

ẋ = y,

ẏ = −x.

Â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà âîçüìåì ôóíêöèþ V (x, y) = x2 + y2. Ýòà
ôóíêöèÿ, î÷åâèäíî, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Âû÷èñëèì åå ïðîèçâîä-
íóþ â ñèëó ñèñòåìû (8): V̇ = 2xy − 2yx = 0. Òàêèì îáðàçîì, ôóíê-
öèÿ V ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (8) è óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèÿì òåîðåìû 1.4.2 (îòêóäà âûòåêàåò óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ),
íî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.4.3. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî íóëå-
âîå ðåøåíèå â ñàìîì äåëå íå áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, òàêèì
îáðàçîì, çäåñü èìååò ìåñòî íåéòðàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü.
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Òåïåðü íåìíîãî èçìåíèì ñèñòåìó (8), äîáàâèâ ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà:

(9)
{

ẋ = y − x3,

ẏ = −x− y3.

Âîçüìåì òó æå ñàìóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà V (x, y) = x2 + y2. Êàê ìû
óæå òîëüêî ÷òî îòìå÷àëè, ýòà ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Íî
åå ïðîèçâîäíàÿ â ñèëó ñèñòåìû (9) áóäåò óæå èíîé: V̇ = 2x(y − x3) +
2y(−x − y3) = −2x4 − 2y4. Íàëèöî âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 1.4.3,
è, òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü V ∈ C2(B(0, h)) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
ôóíêöèÿ â øàðå B(0, h) ⊂ Rn. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå
ðåøåíèå ñèñòåìû





ẋ1 = − ∂V
∂x1

,

. . . . . . . . .

ẋn = − ∂V
∂xn

.

Çàäà÷à 6. Äîêàçàòü òåîðåìó 1.4.2, ¾ðàñøèôðîâàâ¿ èäåþ, èçîáðà-
æåííóþ íà ðèñ. 1.

|x|=ε

V=Cε Cε= minV(x)
|x|=ε

Ðèñ. 1
Çàäà÷à 7. Äîêàçàòü òåîðåìó 1.4.3.
Òåîðåìà 1.4.3 äîïóñêàåò îáðàùåíèå. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äîêàçàí

èòàëüÿíñêèì ìàòåìàòèêîì Ìàññåðà È. Ë. â 1949 ã. (ñì., íàïðèìåð, [10,
ñ. 310]).
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Òåîðåìà 1.4.5. Åñëè íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâî, òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ V ∈ C1(B(0, h)), ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîì øàðå B(0, h), ïðè÷åì åå ïðîèçâîäíàÿ V̇ â
ñèëó ñèñòåìû (2) ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé â òîì æå øàðå.

Çàìå÷àíèå 1.4.6. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû, åñëè ôóíêöèÿ
f èç (2) îäíîðîäíà (ò. å. åñëè âñå ôóíêöèè fi îäíîðîäíû ñ îäèíàêîâîé
ñòåïåíüþ), òî è ôóíêöèþ V ìîæíî ïîäîáðàòü îäíîðîäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4.5 ñëîæíåå òåõíè÷åñêè, è, êîíå÷íî, íå ìî-
æåò áûòü ïðåäëîæåíî â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ. Íî èç òåîðåìû 1.4.5 ìîæ-
íî ëåãêî âûâåñòè äðóãîé èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò Ìàññåðà.

Çàäà÷à 8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, è ïóñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà èç
òåîðåìû 1.4.5 îïðåäåëåíà íà øàðå B(0, h). Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò T = T (ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íåïðîäîëæàåìîãî
ðåøåíèÿ x = x(t) òîé æå ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì |x(0)| < δ(h/2)
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |x(t)| < ε ïðè âñåõ t > T , ãäå ïàðàìåòð δ(h/2)
âçÿò èç îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ï. 1.1 (â íàøåé çàäà÷å îí íå çàâèñèò
îò ε!).

Ñâîéñòâî, îïèñàííîå â ïîñëåäíåé çàäà÷å, íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòüþ, ðàâíîìåðíîé îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Òåîðåìà 1.4.2, â îòëè÷èå îò òåîðåìû 1.4.3, íå èìååò îáðàùåíèÿ, êàê
âèäíî èç ñëåäóþùåé çàäà÷è.

x

y

Ðèñ. 2
Çàäà÷à 9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ñèñòåìà (2) ðàçìåðíîñòè

n = 2, è ôàçîâûé ïîðòðåò åå òðàåêòîðèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾öåíòðî-
ôîêóñ¿ � íåêóþ ñìåñü öåíòðà è ôîêóñà (ðèñ. 2). À èìåííî ñóùåñòâóåò
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ñ÷åòíàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë rν → 0 òàêàÿ,
÷òî 1) åñëè |x(0)| = rν , òî òðàåêòîðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü
ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, â ÷àñòíîñòè, |x(t)| ≡ rν äëÿ âñåõ t ∈ R;
2) åñëè æå |x(0)| ∈ (rν+1, rν), òî òðàåêòîðèÿ x(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïè-
ðàëü, êîòîðàÿ ïðè t → +∞ ¾íàêðó÷èâàåòñÿ¿ íà âíåøíþþ îêðóæíîñòü
( |x(t)| → rν ïðè t → +∞), à ïðè t → −∞ ýòà æå òðàåêòîðèÿ ¾íàêðó-
÷èâàåòñÿ¿ íà âíóòðåííþþ îêðóæíîñòü ( |x(t)| → rν+1 ïðè t → −∞).
Äîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî íåéòðàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü íó-
ëåâîãî ðåøåíèÿ, íî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè Ëÿïóíîâà V , óäîâëåòâîðÿ-
þùåé óñëîâèÿì òåîðåìû 1.4.2.
1.5. Ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è òåîðåìû î íåóñòîé÷èâîñòè.

Òåîðåìà 1.5.1 (ïåðâàÿ òåîðåìà Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè).
Ïóñòü ôóíêöèÿ V ∈ C1(B(0, h)) òàêîâà, ÷òî V (0) = 0 è â ëþáîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè 0 ôóíêöèÿ V ïðèíèìàåò õîòÿ áû îäíî îòðèöàòåëüíîå çíà-
÷åíèå. Òîãäà, åñëè ïðîèçâîäíàÿ V̇ � îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, òî
íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) íåóñòîé÷èâî.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå òåîðåìó 1.5.1.
Òåîðåìà 1.5.2 (âòîðàÿ òåîðåìà Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè).

Ïóñòü ôóíêöèÿ V òàêàÿ æå, êàê â òåîðåìå 1.5.1. Òîãäà åñëè äëÿ ïðîèç-
âîäíîé V̇ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(10) V̇ = λV + W,

ãäå λ > 0, W (x) � çíàêîîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî íóëåâîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (2) íåóñòîé÷èâî.

Ñ ïåðâîãî âçãëÿäà ôîðìóëèðîâêà ïîñëåäíåé òåîðåìû êàæåòñÿ íåñêîëü-
êî èñêóññòâåííîé, åå çíà÷åíèå ñòàíåò ÿñíî èç § 2.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå òåîðåìó 1.5.2.
Äâå ïðèâåäåííûå òåîðåìû Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè èìåþò òîò

íåäîñòàòîê, ÷òî â íèõ òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå îöåíîê íà V̇ âî âñåì øàðå
B(0, h). Óòâåðæäåíèå, îõâàòûâàþùåå îáå ýòè òåîðåìû, íî èñïîëüçóþùåå
áîëåå óçêóþ îáëàñòü, ïîëó÷èë â íà÷àëå 1930-õ ãã. Í. Ã. ×åòàåâ.

Òåîðåìà 1.5.3 (ðèñ. 3). Ïóñòü Ω1 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæà-
ùååñÿ â øàðå B(0, h), è ïóñòü ôóíêöèÿ V ∈ C1(Ω1) ∩ C(Ω̄1 ∩ B(0, h))
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) V (x) < 0, V̇ (x) < 0 ïðè x ∈ Ω1;
2) V (x) = 0 ïðè x ∈ B(0, h) ∩ ∂Ω1;
3) 0 ∈ ∂Ω1.
Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) íåóñòîé÷èâî4.

4Çäåñü è â äàëüíåéøåì ñèìâîëàìè Ω̄1 è ∂Ω1 ìû îáîçíà÷àåì çàìûêàíèå è ãðàíèöó
ìíîæåñòâà Ω1 ñîîòâåòñòâåííî.
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O

Ω1

∂Ω1

V=0

Ðèñ. 3
Çàäà÷à 12. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó{

ẋ = xy − x3 + y3,

ẏ = x2 − y3.

Äîêàæèòå, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî. Äëÿ ýòîãî íàéäèòå îá-
ëàñòü Ω1 è ðàäèóñ êðóãà B(0, h), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåî-
ðåìû 1.5.3 ñ ôóíêöèåé V = −xy.

Çàäà÷à 13. Âûâåäèòå òåîðåìû 1.5.1 è 1.5.2 èç òåîðåìû 1.5.3.
Çàäà÷à 14. Äîêàæèòå òåîðåìó 1.5.3.
Ïðèìåð 1.5.4. Ðàññìîòðèì êîíñåðâàòèâíóþ êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó

ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ëþáîé ìîìåíò ìîæåò áûòü
îïèñàíî ñ ïîìîùüþ n îáîáùåííûõ êîîðäèíàò q1, . . . , qn è n îáîáùåííûõ
èìïóëüñîâ p1, . . . , pn. Òîãäà çàêîí äâèæåíèÿ ñèñòåìû â îáîáùåííûõ êî-
îðäèíàòàõ q, p çàïèøåòñÿ â âåêòîðíîé ôîðìå ïðè ïîìîùè ãàìèëüòîíî-
âîé ôóíêöèè H(q, p) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q
.

Ïóñòü íà÷àëî êîîðäèíàò � èçîëèðîâàííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (ò. å.
âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå H â íà÷àëå êîîðäèíàò ðàâíû 0). Àääèòèâíóþ
ïîñòîÿííóþ â H âûáåðåì òàê, ÷òîáû H(0, 0) = 0. Â îáû÷íûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåìàõ ôóíêöèÿ H èìååò ñìûñë ïîëíîé ýíåðãèè è åå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå H(p, q) = T (p) + W (q), ãäå T � êèíåòè÷åñêàÿ, à
W � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T � ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ îò p. Åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èìååò èçî-
ëèðîâàííûé ìèíèìóì ïðè q = 0, òî W � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
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ôóíêöèÿ q. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ H ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííîé è, ïîñêîëüêó Ḣ = 0, ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ p = 0, q = 0
óñòîé÷èâî. Ýòî õîðîøî èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ëàãðàíæà, âïåðâûå ñôîðìó-
ëèðîâàííàÿ Ëàãðàíæåì è äîêàçàííàÿ Äèðèõëå: Ñîñòîÿíèå êîíñåðâàòèâ-
íîé ñèñòåìû, â êîòîðîì ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èìååò èçîëèðîâàííûé
ìèíèìóì, ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî H åñòü àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì

T (p) = T2(p),
W (q) = Wk(q) + Wk+1(q) + . . . ,

ãäå Wj(q) ñóòü ÷ëåíû j-é ñòåïåíè îò q è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå îãðàíè-
÷åíèÿ:

(∗) T2(p) åñòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, à çíàê W (q) ñîâïàäàåò ñî çíàêîì Wk(q)
âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ðàçáåðåì ñëó÷àé, êîãäà íà÷àëî êîîðäèíàò � èçîëèðîâàííûé ìàêñè-
ìóì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Òîãäà â ñèëó íàøèõ ïðåäïîëîæåíèé ôîðìà
k-é ñòåïåíè Wk(q) áóäåò îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Îïðåäåëèì ôóíê-
öèþ V = −p · q = −

n∑
i=1

piqi. Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà Ýéëåðà äëÿ îä-

íîðîäíûõ ôóíêöèé íåòðóäíî ïîñ÷èòàòü ïðîèçâîäíóþ: V̇ = −2T2(p) +
kWk(q)+(k+1)Wk+1(q)+ . . . Â ïîñëåäíåé ôîðìóëå îòðèöàòåëüíûå ÷ëå-
íû −2T2(p)+kWk(q) ÿâëÿþòñÿ äîìèíèðóþùèìè âáëèçè íà÷àëà êîîðäè-
íàò, ïîýòîìó ïðîèçâîäíàÿ V̇ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Î÷åâèäíî, ÷òî
âûáðàííàÿ ôóíêöèÿ V çíàêîïåðåìåííàÿ, ïîýòîìó ïî òåîðåìå 1.5.1 íà÷à-
ëî êîîðäèíàò íåóñòîé÷èâî. Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè ñëåäóþùóþ
òåîðåìó Ëÿïóíîâà: Â ïðåäïîëîæåíèÿõ (∗) ñîñòîÿíèå êîíñåðâàòèâíîé ñè-
ñòåìû, â êîòîðîì ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èìååò èçîëèðîâàííûé ìàêñè-
ìóì, ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ.

Çàäà÷à 15. Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ V = (p · q)H è òåîðåìó 1.5.3,
äîêàæèòå ñëåäóþùóþ òåîðåìó: Â ïðåäïîëîæåíèÿõ (∗) ïîëîæåíèå ðàâ-
íîâåñèÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû, â êîòîðîì ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ íå
èìååò ìèíèìóìà, íåóñòîé÷èâî.

� 2. Êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì
ä.ó. ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Â ýòîì ïàðàãðàôå íàì ïðåäñòîèò ïîçíàêîìèòüñÿ ñî ñðàâíèòåëüíî
ïðîñòûì, íî ýëåãàíòíûì ðàçäåëîì òåîðèè � ðå÷ü ïîéäåò î òàê íàçû-
âàåìîì óðàâíåíèè Ëÿïóíîâà.
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Ïóñòü V (x) åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà: V (x) = x∗Bx =
n∑

i,j=1

bi,jxixj ,

ãäå B ∈ Rn×n � âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, x ∈ Rn � êàê è

ðàíåå, âåêòîð-ñòîëáåö x =




x1

...
xn


, à ñèìâîëîì ∗ ìû îáîçíà÷àåì îïåðà-

öèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ V̇ â ñèëó ñèñòåìû (3) (â ýòîì ïàðàãðàôå

ìû áóäåì ðàáîòàòü èìåííî ñ òàêèìè ñèñòåìàìè). Íåòðóäíî âû÷èñëèòü,
÷òî

(11) V̇ = (Ax)∗Bx + x∗B(Ax) = x∗(A∗B + BA)x.

Èñïîëüçóÿ ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû B, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðè-
öà A∗B + BA òîæå ñèììåòðè÷íà, è, òàêèì îáðàçîì, V̇ òàêæå ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé.

Ïîòðåáóåì òåïåðü, ÷òîáû

(12) V̇ = W,

ãäå W � çàäàííàÿ íàïåðåä êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà W (x) = x∗Cx. Ýòî
ïðèâîäèò íàñ ê óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ìàòðèöû B

(13) A∗B + BA = C,

êîòîðîå è íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëÿïóíîâà.Îíî ïîçâîëÿåò íàéòè ôóíê-
öèþ Ëÿïóíîâà V â âèäå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïî çàäàííîé íàïåðåä ïðî-
èçâîäíîé W .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sim(R, n) ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷íûõ
ìàòðèö n×n. Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (13) ïîðîæäàåò ëèíåéíûé îïåðàòîð
F : Sim(R, n) → Sim(R, n), äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó F (B) = A∗B +BA.
ßñíî, ÷òî Sim(R, n) åñòü êîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî (ðàçìåðíîñòè n(n+1)

2 ). Ïîýòîìó äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíî-
ãî îïåðàòîðà F−1 : Sim(R, n) → Sim(R, n) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà F íå áûëî íóëåâûõ. Ðàçó-
ìååòñÿ, ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî 0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì
îïåðàòîðà F : Sim(C, n) → Sim(C, n), äåéñòâóþùåãî ïî òîé æå ôîðìóëå
F (B) = A∗B +BA â ïðîñòðàíñòâå Sim(C, n) 3 B ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö
ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè5.

5Õîòÿ ìû, åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîãî, ðàáîòàåì òîëüêî ñ âåùå-
ñòâåííûìè ôóíêöèÿìè è ìàòðèöàìè, íî â òåîðåìå 2.1 ìû èñïîëüçóåì êîìïëåêñíîå
ïðîñòðàíñòâî, ÷òîáû ïðîùå ðåøèòü çàäà÷ó î ñîáñòâåííûõ ÷èñëàõ.
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Òåîðåìà 2.1. Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà
F : Sim(C, n) → Sim(C, n) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ÷èñåë âèäà λk + λl,
ãäå λk, λl ñóòü âñåâîçìîæíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1 ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ýòàïà, êîòîðûå
ìû îôîðìèì â âèäå òðåõ çàäà÷.

Çàäà÷à 16. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå ÷èñëî âèäà λk + λl ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîðà F .

Çàäà÷à 17. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå âåëè÷èíû λk+λl ðàçëè÷íû ìåæäó
ñîáîé6, äîêàæèòå, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà F èñ÷åðïûâà-
þòñÿ ÷èñëàìè âèäà λk + λl.

Çàäà÷à 18. Çàêîí÷èòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1.
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû 2.1 âûòåêàåò
Òåîðåìà 2.2. Åñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A òàêîâû, ÷òî λk +

λl 6= 0 íè äëÿ êàêèõ k, l = 1, . . . , n, òî, êàêîâà áû íè áûëà íàïåðåä çàäàí-
íàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà W , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà V , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (12).

Ïðèâîäèìûå íèæå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû À. Ì. Ëÿïóíîâûì, êîòîðûé
ñòðîèë ôóíêöèè â âèäå îäíîðîäíûõ ôîðì m-ãî ïîðÿäêà. Ìû äëÿ ïðî-
ñòîòû îãðàíè÷èâàåìñÿ êâàäðàòè÷íûìè ôóíêöèÿìè.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü ìàòðèöà A óñòîé÷èâà. Òîãäà, êàêîâà áû íè áûëà
îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà W , ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà V , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (12), è
ýòà ôîðìà áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Çàäà÷à 19. Äîêàæèòå òåîðåìó 2.3, èñïîëüçóÿ òåîðåìû 2.2, 1.5.1 è
1.2.1.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü ìàòðèöà A íåóñòîé÷èâà. Òîãäà åñëè λk + λl 6= 0
íè äëÿ êàêèõ k, l = 1, . . . , n, òî êàêîâà áû íè áûëà îòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà W , ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êâàäðàòè÷-
íàÿ ôîðìà V , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (12), è ýòà ôîðìà áóäåò
ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 20. Äîêàæèòå òåîðåìó 2.4, èñïîëüçóÿ òåîðåìû 2.2, 1.4.3 è
1.2.2.

Åñëè â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 2.4 îïóñòèòü óñëîâèå λk + λl 6= 0, òî
ýòà òåîðåìà ñòàíåò íåâåðíîé, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ

Çàäà÷à 21. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A âûðîæäåíà, ò. å. detA =
0. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íè äëÿ êàêîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû V
ïðîèçâîäíàÿ V̇ íå áóäåò îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé.

×òîáû ïðåîäîëåòü óêàçàííîå çàòðóäíåíèå â ïîñòðîåíèè ôóíêöèè Ëÿ-
ïóíîâà äëÿ íåóñòîé÷èâîé ìàòðèöû A â îáùåì ñëó÷àå, íàì ïîíàäîáèòñÿ

6Ýòî çíà÷èò, ÷òî λk + λl 6= λi + λj , åñëè òîëüêî {k, l} 6= {i, j}.
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òà ñàìàÿ "èñêóññòâåííàÿ" ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû 1.5.2, êîòîðàÿ òåïåðü
ñòàíîâèòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííîé.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü ìàòðèöà A íåóñòîé÷èâà. Òîãäà êàêîâà áû íè
áûëà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà W , ñóùåñòâóåò
÷èñëî λ > 0 è êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà V òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåí-
ñòâî (10), ïðè÷åì V ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 22. Äîêàæèòå òåîðåìó 2.5, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.4.
Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: à çà÷åì èñêàòü ôóíêöèè Ëÿïóíîâà

äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, âåäü äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ è òàê èçâåñòíû ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé è êðèòåðèè óñòîé-
÷èâîñòè? Îäèí èç îòâåòîâ íà ýòîò âîïðîñ ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé çà-
äà÷å.

Çàäà÷à 23. Äîêàæèòå òåîðåìó 1.3.1 îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó
ïðèáëèæåíèþ, èñïîëüçóÿ òåîðåìû 2.3, 2.5, 1.4.3 è 1.5.2.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðàêòè÷åñêèé âîïðîñ âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ Ëÿïóíîâà (13).

Çàäà÷à 24. Ïóñòü ìàòðèöà A óñòîé÷èâà, à êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà W
îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìó V , î êîòîðîé èäåò ðå÷ü
â òåîðåìå 2.3, ìîæíî ïîñ÷èòàòü ïî ôîðìóëå V (x0) = −

+∞∫
0

W (x(t))dt, ãäå

x(t) åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû (3), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
x(0) = x0.

Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ïðîñòîòó, ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå çàäà÷à
ñîäåðæèò ãëóáîêóþ èäåþ, íà êîòîðîé îñíîâàí íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûé
ìåòîä íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà � èíòåãðèðîâàíèå âäîëü òðàåê-
òîðèé. Èìåííî òàêèì ìåòîäîì áûëà äîêàçàíà îáðàòíàÿ òåîðåìà 1.4.5
è äðóãèå èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû. Óâû, çà óíèâåðñàëüíîñòü íàäî ïëà-
òèòü � ìåòîä ýòîò íåçàìåíèì ïðè òåîðåòè÷åñêèõ ïîñòðîåíèÿõ, íî ïðàê-
òè÷åñêè, íå çíàÿ ðåøåíèé, ñ åãî ïîìîùüþ ñëîæíî ÷òî-íèáóäü ïîñ÷èòàòü.
Íî äëÿ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ðåøåíèÿ èçâåñòíû, ñëå-
äîâàòåëüíî, çäåñü ýòîò ìåòîä âïîëíå ïîäõîäèò.

Çàäà÷à 25. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
óñòîé÷èâîé ìàòðèöû A ðåøåíèå B ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà

(14) A∗B + BA = −E

(çäåñü è â äàëüíåéøåì E � åäèíè÷íàÿ n× n ìàòðèöà) âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

(15) B =

+∞∫

0

[Φ(t)]∗Φ(t) dt,
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ãäå Φ(t) � ìàòðèöà ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé äëÿ óðàâíå-
íèé (3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Φ(0) = E.

Çàäà÷à 26. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (15), ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå
Ëÿïóíîâà (14) äëÿ ìàòðèöû

A =



−1 1 0
0 −1 0
0 0 −2


 .

Âîò åùå íåñêîëüêî çàäà÷ íà ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà.
Çàäà÷à 27. Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà A:

A =



−2 1 0
0 −2 4
1 0 −1 + α


 .

Ïðè êàêèõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ðàçðåøèìî óðàâíå-
íèå (14)? Ïðè êàêèõ α ðåøåíèå B ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíî?

Çàäà÷à 28. Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà A:

A =




−α 1 0 . . . 0
0 −α 1 . . . 0

0 0
. . . . . . . . .

0 0 . . .
. . . 1

0 0 . . . . . . −α.




,

ãäå α > 0. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (15), íàéòè ôîðìóëó äëÿ ýëåìåíòà bij

ìàòðèöû B, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (14).
Çàäà÷à 29. Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà A:

A =




−α β 0 . . . 0
0 −α β . . . 0

0 0
. . . . . . . . .

0 0 . . .
. . . β

0 0 . . . . . . −α.




,

ãäå α > 0, β ∈ R. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, íàéòè ôîðìóëó
äëÿ ýëåìåíòà bij ìàòðèöû B, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëÿïó-
íîâà (14).

Çàäà÷à 30. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, èñïîëüçóÿ íàïðÿìóþ
ìàòðè÷íîå ñîîòíîøåíèå (14), âûâåñòè ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ bij .
Ïðîâåðèòü, ÷òî îíè ñîãëàñóþòñÿ ñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå (ìåòîäàìè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé) ÿâíûìè ôîðìóëàìè äëÿ bij .
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� 3. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèé Ëÿïóíîâà â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿõ äëÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ âû÷èñëå-
íèÿ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà7, êîãäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ä.ó. íåèçâåñòíû. Îä-
íàêî â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ýòè ôóíêöèè óäàåòñÿ ïîñ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ
íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ, èçëîæåíèþ êîòîðûõ è ïîñâÿùåí íà-
ñòîÿùèé ïàðàãðàô.

3.1. Íàõîæäåíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà â âèäå ñóììû êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû è èíòåãðàëîâ îò íåëèíåéíûõ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ
â ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû.

Ïðèìåð 3.1.1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ẍ + g(x) = 0, ãäå g ∈ C1(R).
Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê çàêîí äâèæåíèÿ ïî ïðÿ-
ìîé. Îíî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå:

(16)
{

ẋ = y,

ẏ = −g(x).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g(0) = 0 è xg(x) > 0 ïðè x 6= 0. Îáîçíà÷èì G(x) =
x∫
0

g(s) ds. Òîãäà â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ

V (x, y) = y2

2 + G(x). Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî V̇ = 08. Ëåã-
êî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû 1.4.2, çíà÷èò, èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîñòü. Âìåñòå ñ òåì, àñèìï-
òîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íå áóäåò, òàê êàê òðàåêòîðèè íàøåé ñèñòåìû
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàìêíóòûå êðèâûå � ëèíèè óðîâíÿ V (x, y) = k, è,
ñëåäîâàòåëüíî, íè îäíà èç òðàåêòîðèé íå ñòðåìèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ê
íà÷àëó êîîðäèíàò. Íàëèöî íåéòðàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü.

Çàäà÷à 31. Íàéäèòå âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû{
ẋ = y,

ẏ = − sinx

è èññëåäóéòå èõ íà óñòîé÷èâîñòü.
Çàäà÷à 32. Èçìåíèì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èç ïðèìåðà 3.1.1 òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû ïîÿâèëèñü ñèëû òðåíèÿ: ẍ + ϕ(ẋ) + g(x) = 0, ãäå ϕ, g ∈
7Äîêàçàíî, ÷òî äàæå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (2) ñóòü ïîëèíîìû,

ïîèñê ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, äàþùèõ êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (â
îáùåì ñëó÷àå) àëãåáðàè÷åñêè íåðàçðåøèìóþ çàäà÷ó (ñì., íàïðèìåð, [13]).

8Ýòî æå ðàâåíñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü è èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, êàê ñëåäñòâèå
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, òðàêòóÿ y2

2
êàê êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, à G(x) � êàê

ïîòåíöèàëüíóþ.
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C1(R), ϕ(0) = g(0) = 0. Ýòî óðàâíåíèå, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå:

(17)
{

ẋ = y,

ẏ = −g(x)− ϕ(y).

Â ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî g(x)x > 0 ïðè x 6= 0, ϕ(y)y > 0 ïðè y 6= 0,
èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå.

Çàäà÷à 33. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå Ëüåíàðà ẍ+ f(x)ẋ+ g(x) = 0,
îïèñûâàþùåå êîëåáàíèÿ â ýëåêòðè÷åñêîì êîíòóðå, ýêâèâàëåíòíî ñèñòå-
ìå

(18)
{

ẋ = y − F (x),
ẏ = −g(x),

ãäå F (x) =
x∫
0

f(ξ) dξ. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî f � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, à

g � íå÷åòíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ êëàññà C1, ïðè÷åì g(x)F (x) > 0
ïðè x 6= 0, èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå.

Çàäà÷à 34. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ẍ + f(x, ẋ) = 0, ýêâèâàëåíòíîå
ñèñòåìå

(19)
{

ẋ = y,

ẏ = −f(x, y).

Â ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî f(x, 0)x > 0, [f(x, y) − f(x, 0)]y > 0 ïðè x 6= 0,
y 6= 0, èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå.

Çàäà÷à 35. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ êîëåáàíèÿ n ìàòå-
ðèàëüíûõ òî÷åê ñ ìàññîé mi:





ẋi = miyi, i = 1, 2, . . . , n,

ẏi = −µi(yi)− fi(xi)−
n∑

k=1

ϕik(xi − xk),

ãäå mi > 0, µi(0) = fi(0) = ϕik(0) = 0, âñå ôóíêöèè èç ïðàâîé ÷àñòè
ãëàäêèå, ϕik = ϕki, ïðè÷åì ϕik ñóòü íå÷åòíûå ôóíêöèè. Êàêèå äîïîëíè-
òåëüíûå óñëîâèÿ íóæíî íàëîæèòü íà ôóíêöèè èç ïðàâîé ÷àñòè, ÷òîáû
ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà

V =
1
2

n∑

i=1

miy
2
i +

n∑

i=1

xi∫

0

fi(ξ) dξ +
n∑

i,k=1

xi−xk∫

0

ϕik(ξ) dξ

ãàðàíòèðîâàëà àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ?
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3.2. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Ïðèìåð 3.2.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

(20)
{

ẋ = by + ax3,

ẏ = cx + dy5,

ãäå a, b, c, d ñóòü âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ñíà÷àëà ïðèìåíèì êðèòåðèé óñòîé-
÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðâîãî ïðèáëè-
æåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä ẋ = by, ẏ = cx. Ñîîòâåòñòâóþùåå åé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå åñòü λ2 − bc = 0. Åñëè bc > 0, òî êîðíè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äåéñòâèòåëüíû è èìåþò ðàçíûå çíàêè,
ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû íåóñòîé÷èâî. Åñëè æå
bc ≤ 0, òî äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè êîðíåé ðàâíû íóëþ, òàê ÷òî èìååò
ìåñòî êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé � ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ óæå íåäîñòàòî÷íî,
÷òîáû ñäåëàòü âûâîä îá óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè.

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü êàæäîãî èç äàííûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ñóììó äâóõ ôóíêöèé, îäíà èç êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò x,
à äðóãàÿ � òîëüêî îò y, ïîïðîáóåì èñêàòü ôóíêöèþ V (x, y) â âèäå
V (x, y) = A(x) + B(y), ãäå A, B ∈ C1(R), A(0) = B(0) = 0. Èìååì
V̇ = dA

dx (by + ax3) + dB
dy (cx + dy5). Ïîòðåáóåì äàëåå, ÷òîáû ôóíêöèÿ V̇

íàñëåäîâàëà òó æå ñòðóêòóðó, ò. å. ÷òîáû V̇ òàêæå áûëà ñóììîé äâóõ
ôóíêöèé, îäíà èç êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò x, à äðóãàÿ � îò y. Äëÿ
ýòîãî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî dA

dx by + dB
dy cx = 0 èëè by

dB
dy

= − cx
dA
dx

.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî, åñëè åãî ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè � ïî-
ñòîÿííûå, ðàâíûå, íàïðèìåð, 1

2 .
Èç ðàâåíñòâ dB

dy = 2by, dA
dx = −2cx íàõîäèì B(y) = y2, A(x) = −cx2,

ò. å. V (x, y) = by2− cx2. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî bc < 0, òîãäà ôóíêöèÿ
V ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé. Èìååì V̇ = −2acx4+2bdy6. Òåïåðü åñëè
a ≤ 0, d ≤ 0, òî èç òåîðåìû 1.4.2 ñëåäóåò óñòîé÷èâîñòü, åñëè a < 0,
d < 0, òî èç òåîðåìû 1.4.3 âûòåêàåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, à
åñëè a > 0, d > 0, òî ïî òåîðåìå 1.5.1 íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî.
Îäíàêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà a è d ðàçíûõ çíàêîâ, íà ýòîì ïóòè ìû
íå ìîæåì ñäåëàòü îïðåäåëåííîãî âûâîäà îá óñòîé÷èâîñòè. Â § 4 ìû
èçëîæèì îáùèé ìåòîä, êîòîðûì ìîæíî äî êîíöà èññëåäîâàòü âîïðîñ
îá óñòîé÷èâîñòè âî âñåõ ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ (êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
êîðíè ÷èñòî ìíèìûå).

Íà ïðàêòèêå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñòîèò ïîèñêàòü ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà
â âèäå ax2 + by2 èëè, áîëåå îáùî, â âèäå axm + byk.

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå
ðåøåíèå ñèñòåì.
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Çàäà÷à 36. {
ẋ = −3y − 2x3,

ẏ = 2x− 3y3.

Çàäà÷à 37. {
ẋ = −xy4,

ẏ = x4y.

Çàäà÷à 38. {
ẋ = x3 + 2xy2,

ẏ = x2y.

Çàäà÷à 39. {
ẋ = 2y3 − x5,

ẏ = −x− y3 + y5.

Çàäà÷à 40. {
ẋ = x5 + y3,

ẏ = x3 − y5.

Çàäà÷à 41. {
ẋ = −f1(x)− f2(y),
ẏ = f3(x)− f4(y),

ãäå sgn fi(z) = sgn z, i = 1, 2, 3, 4.

� 4. Íà÷àëüíàÿ êëàññèôèêàöèÿ êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ
ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ

Êàê ñëåäóåò èç íàçâàíèÿ ýòîãî ïàðàãðàôà, ìû çäåñü ðàññìàòðèâàåì
ñëó÷àé, êîãäà ó ñèñòåìû (2) ìàòðèöà A = f ′(0) êðèòè÷åñêàÿ9. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî âñå âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû ôóíêöèè àíàëèòè÷-
íû, ò. å. ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñòåïåííûìè ðÿäàìè, ñõîäÿùèìèñÿ â
íåêîòîðîì øàðå B(0, h).

9Æåëàþùèõ áîëåå ïîäðîáíî îçíàêîìèòüñÿ ñ òåìîé äàííîãî ïàðàãðàôà ìû îòñû-
ëàåì ê ìîíîãðàôèè [13].
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4.1. Îäíî íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî
âñå îñòàëüíûå êîðíè èìåþò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü. Çà-
áåãàÿ âïåðåä, îòìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè äåëî ñâåäåòñÿ ê çàäà÷å 2 �
çäåñü, êàê è â äðóãèõ êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ, ñèñòåìó ìîæíî ðàñùåïèòü,
ò. å., ïî ñóòè, ðàññìàòðèâàòü êðèòè÷åñêèå ïåðåìåííûå (ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå êîðíÿì ñ íóëåâîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ) îòäåëüíî. Ñ ïîìîùüþ (âî-
îáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíûõ) ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò (êîòîðûå, õîòÿ è
çàïóòàíû, íî ñîâñåì íåñëîæíû) ìîæíî ñâåñòè íàøó ñèñòåìó ê ñëåäóþ-
ùåìó "íîðìàëüíîìó" âèäó (îäíó èç êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì
÷ðåç y, à îñòàëüíûå � ÷åðåç z1, . . . , zn−1, îáúåäèíÿÿ èõ â (n−1)-ìåðíûé
âåêòîð z):

(21)
{

ẏ = F (y) + f0(z) + f1(z)y + f2(z)y2 + . . . ,

ż = Qz + H(y) + h0(z) + h1(z)y + h2(z)y2 + . . . ,

ãäå îáîçíà÷åíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë: F (y) � ñòåïåííîé ðÿä ñ ìëàä-
øèì ÷ëåíîì ayN , N ≥ 2, H,fi,hi � ñòåïåííûå ðÿäû, ìëàäøèå ÷ëåíû
êîòîðûõ èìåþò ñòåïåíü íå íèæå: N +1 äëÿ H, 2 äëÿ h0,f0,f1, . . . , fN−1,
1 äëÿ h1,h2,. . . , fN ,fN+1,. . . ; äàëåå, Q åñòü ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà, õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèå êîðíè êîòîðîé òå æå, ÷òî è ó ìàòðèöû A, çà èñêëþ÷åíèåì
íóëÿ, òàê ÷òî âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè ìàòðèöû Q èìåþò îòðèöà-
òåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè.

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè § 2 (ñì. òåîðåìó 2.3) è âîçü-
ìåì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó U(z) òàêóþ, ÷òî
gradU ·Qz = −|z|2. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

N ÷åòíîå. Çàäàäèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó V (y, z) = U(z)− y2

2 . Òîãäà
íåðàâåíñòâî V (y, z) < 0 îïðåäåëÿåò äâà êîíóñà. Âûáåðåì òîò èç íèõ,
â êîòîðîì âåëè÷èíà ay ïîëîæèòåëüíà, è îáîçíà÷èì åãî K. Íåïîñðåä-
ñòâåííî âû÷èñëÿåì, ÷òî V̇ = U̇ − yẏ = −(|z|2 + ayN+1) + . . . , ãäå ïîä
ìíîãîòî÷èåì çäåñü è íèæå ïîíèìàþòñÿ ÷ëåíû, áåñêîíå÷íî ìàëûå ïî
ñðàâíåíèþ ñ âûïèñàííûìè (íàïðèìåð, yN+2, yz2, z3 è ò. ä.). Òàêèì îá-
ðàçîì, âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò ïðîèçâîäíàÿ V̇ ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåííîé â êîíóñå K. Íà îñíîâàíèè òåîðåìû ×åòàåâà 1.5.3 èìååì
íåóñòîé÷èâîñòü (â êà÷åñòâå îáëàñòè Ω1 èç óñëîâèé ýòîé òåîðåìû íàäî
âçÿòü Ω1 = K ∩B(0, h), ãäå ðàäèóñ h âûáðàòü äîñòàòî÷íî ìàëûì).

N íå÷åòíîå. Â ýòîì ñëó÷àå âîçüìåì V (y, z) = y2

2 − aU(z), òàê ÷òî
V̇ = yẏ − aU̇ = a(yN+1 + |z|2) + . . . Âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò ïðîèç-
âîäíàÿ V̇ ÿâëÿåòñÿ çíàêîîïðåäåëåííîé � åå çíàê ñîâïàäàåò ñî çíàêîì a.
Åñëè a > 0, òî ôóíêöèÿ V çíàêîïåðåìåííàÿ, è èç òåîðåìû 1.5.1 âû-
òåêàåò íåóñòîé÷èâîñòü. Åñëè æå a < 0, òî ôóíêöèÿ V ïîëîæèòåëüíî
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îïðåäåëåíà è ïî òåîðåìå 1.4.3 íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâî.

Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó Ëÿïóíîâà.
Òåîðåìà 4.1.1. Åñëè ÷èñëî N íå÷åòíî è êîýôôèöèåíò a îòðèöàòå-

ëåí, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (21) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Åñëè
æå õîòÿ áû îäíî èç óêàçàííûõ äâóõ óñëîâèé íàðóøåíî, òî íóëåâîå ðå-
øåíèå íåóñòîé÷èâî.

Çàäà÷à 42. Íàéòè ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà è èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü
íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

{
ẋ = −x− xy,

ẏ = y3 − x3.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè òðåáîâàíèÿ íà ñòåïåíè, êîòîðûå ìû íàëîæèëè
âûøå ïðè àíàëèçå ñèñòåìû (21), ÷åðåñ÷óð æåñòêèå è íåóäîáíûå íà ïðàê-
òèêå. Ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèè Ëÿïóíîâà V è ïðè ìåíåå îáðåìåíè-
òåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ.

Çàäà÷à 43. Ïóñòü ñèñòåìà èìååò âèä (21), ïðè÷åì ìëàäøèå ÷ëåíû
ðÿäîâ H,fi,hi èìåþò ñòåïåíü íå íèæå: N+2

2 äëÿ H; 2 äëÿ h0 è äëÿ âñåõ
fk ïðè 2k ≤ N − 2; 1 äëÿ h1, h2,. . . è äëÿ âñåõ fk ïðè 2k > N − 2.
Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.1.1. Äëÿ ýòîãî
â ïðèíÿòûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóéòå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà V =
σU(z) − y2

2 ïðè ÷åòíîì N è V = y2

2 − aσU(z) ïðè íå÷åòíîì N ≥ 1, ãäå
ïàðàìåòð σ > 0 äîñòàòî÷íî âåëèê.

Ïðèìåð 4.1.2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

(22)
{

ẏ = −y3 + x2 + xy,

ẋ = −x + y3 + xy.

Ýòà ñèñòåìà èìååò âèä (21) ñ ïàðàìåòðàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâè-
ÿì ïîñëåäíåé çàäà÷è10. Ïîñêîëüêó N = 3 íå÷åòíî è a = −1, íåìåäëåííî
ïîëó÷àåì, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Ïàðàäîêñ: ìû ðåøèëè âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè "ñ ïåðâîãî âçãëÿäà"
íà ñèñòåìó (22), ñìîòðÿ òîëüêî íà êîýôôèöèåíò ïðè y3 â âåðõíåì óðàâ-
íåíèè è íå îáðàùàÿ âíèìàíèÿ íà ñòîÿùèå ðÿäîì ÷ëåíû áîëåå "âåñîìî-
ãî" âòîðîãî ïîðÿäêà xy, x2. Çàêîííîñòü òàêîé "íåáðåæíîñòè" âûòåêàåò
èç çàäà÷è 43. Âïðî÷åì, ñîäåðæàùèåñÿ òàì òðåáîâàíèÿ íå âñåãäà îïòè-
ìàëüíû. À èìåííî ìîæíî îñëàáèòü óñëîâèÿ íà H, óñèëèâ óñëîâèÿ íà fk.

10Çäåñü F = −y3, H = y3, h1 = x, f0 = x2, f1 = x, îñòàëüíûå ïîëèíîìû fk, hk

ðàâíû 0.
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Çàäà÷à 44. Ïóñòü ñèñòåìà èìååò âèä (21), ïðè÷åì ìëàäøèå ÷ëåíû
ðÿäîâ H,fi,hi èìåþò ñòåïåíü íå íèæå: N+1

2 äëÿ H; 2 äëÿ h0 è äëÿ âñåõ
fk ïðè 2k ≤ N − 1; 1 äëÿ h1, h2,. . . , è äëÿ âñåõ fk ïðè 2k > N−1.
Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4.1.1. Äëÿ ýòîãî
â ïðèíÿòûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóéòå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà V =
σU(z) − y2

2 ïðè ÷åòíîì N è V = y2

2 − aσU(z) ïðè íå÷åòíîì N ≥ 1, ãäå
ïàðàìåòð σ > 0 äîñòàòî÷íî ìàë.

Ïðèìåð 4.1.3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
{

ẏ = −y3 + x2,

ẋ = −x + 2y2 + xy.

Ýòà ñèñòåìà èìååò âèä (21) ñ ïàðàìåòðàìè, óæå íå óäîâëåòâîðÿþùèìè
óñëîâèÿì çàäà÷è 43 (èç çà íàëè÷èÿ ÷ëåíà y2 âî âòîðîì óðàâíåíèè), íî
çàòî óñëîâèÿ çàäà÷è 44 áóäóò âûïîëíåíû11. Ïîñêîëüêó N = 3 íå÷åòíî
è a = −1, íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî.

Îïòèìàëüíîñòü òðåáîâàíèé â ïîñëåäíèõ äâóõ çàäà÷àõ âûòåêàåò èç
ñëåäóþùåãî ïðèìåðà. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

(23)
{

ẏ = −y3 + xy,

ẋ = −x + 2y2.

Ýòà ñèñòåìà òîæå èìååò âèä (21). Ïðè÷åì ïåðâîå èç åå óðàâíåíèé
óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì çàäà÷è 43, à âòîðîå � òðåáîâàíèÿì çàäà-
÷è 44. Íî â ñîâîêóïíîñòè òðåáîâàíèÿ íè îäíîé èç óêàçàííûõ çàäà÷ íå
âûïîëíÿþòñÿ, ðàñïëàòîé çà ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü.

Çàäà÷à 45. Äîêàæèòå, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (23) íåóñòîé-
÷èâî, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà V = 3(y + xy)2 − x2.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû çàäà÷ 43�44, â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ
íàéòè ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà è èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøå-
íèÿ âûïèñàííûõ íèæå ñèñòåì (ñäåëàâ, åñëè íóæíî, ëèíåéíóþ çàìåíó
êîîðäèíàò, ïðèâîäÿùóþ ñèñòåìó ê âèäó (21) ñ ïàðàìåòðàìè, óäîâëåòâî-
ðÿþùèìè óñëîâèÿì îäíîé èç çàäà÷ 43, 44).

Çàäà÷à 46. {
ẋ = y − 3x− x3,

ẏ = 6x− 2y.

11Çäåñü F = −y3, H = 2y2, h1 = x, f0 = x2, îñòàëüíûå ïîëèíîìû fk, hk ðàâíû 0.
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Çàäà÷à 47. {
ẋ = 2y − x− y3,

ẏ = x− 2y.

4.2. Äâà íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ â îäíîé æîðäàíîâîé
êëåòêå. Ìû çäåñü ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà n = 2 è æîðäàíîâà
ôîðìà ìàòðèöû A = f ′(0) èìååò âèä

(
0 1
0 0

)
. Òîãäà íóëåâîå ðåøå-

íèå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû (3) íåóñòîé÷èâî, è ïîýòîìó åñòåñòâåííî
îæèäàòü, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü áóäåò è äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû (2). È â
ñàìîì äåëå, íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) áóäåò íåóñòîé÷èâûì ïî÷òè
âñåãäà, íî âñå-òàêè ìîæåò ñëó÷èòüñÿ è óñòîé÷èâîñòü.

Ïîñëå ëèíåéíûõ êîîðäèíàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìà ïðèíèìàåò
âèä:

(24)
{

ẋ = y + O(|z|2),
ẏ = ax2 + bxy + cy2 + O(|z|3),

ãäå ñèìâîëîì z îáîçíà÷åí âåêòîð èç R2 ñ êîîðäèíàòàìè (x, y), òàê ÷òî
|z|2 = x2 + y2.

Íàøà öåëü � äîêàçàòü, ÷òî ïðè a 6= 0 ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé-
÷èâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a > 0 (ñëó÷àé a < 0 ñâîäèòñÿ ê äàííîìó çà-
ìåíîé x,y íà −x,−y). Æåëàåìûé ðåçóëüòàò ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé
çàäà÷å.

Çàäà÷à 48. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ V = −xy óäîâëåòâîðÿåò òåîðå-
ìå ×åòàåâà 1.5.3 â êâàäðàíòå Ω1 = {x > 0, y > 0} ∩ B(0, h), ãäå h > 0 �
äîñòàòî÷íî ìàëûé ðàäèóñ.

Åñëè æå â ñèñòåìå (24) ïàðàìåòð a = 0, òî ñèòóàöèÿ äðàìàòè÷å-
ñêè óñëîæíÿåòñÿ. Ìû íå áóäåì çäåñü ôîðìóëèðîâàòü íàéäåííûé Ëÿïó-
íîâûì êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ (ñîîòâåòñòâóþùèå
íåðàâåíñòâà ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêè), íî îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ñðàâíè-
òåëüíî ïðîñòûì ïðèìåðîì.

Çàäà÷à 49. Ïîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà

(25)
{

ẋ = y,

ẏ = −x3 − 3x2y

ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, ðàçîáðàííîìó âûøå â çàäà÷å 34. Èñïîëüçóÿ îò-
âåò ê óêàçàííîé çàäà÷å, íàïèøèòå ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà äëÿ äàííîé ñè-
ñòåìû (25), ãàðàíòèðóþùóþ óñòîé÷èâîñòü.
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4.3. Äâà ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ. Ìû çäåñü ðàñ-
ñìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà n = 2 è ìàòðèöà A = f ′(0) èìååò ñîáñòâåííûå
÷èñëà ±βi, ãäå β > 0, i åñòü ìíèìàÿ åäèíèöà. Ïîñëå ëèíåéíîé çàìåíû
ïåðåìåííûõ ïðèõîäèì ê ñèñòåìå:

(26)
{

ẋ = βy + . . . ,

ẏ = −βx + . . . ,

ãäå ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ðÿäû èç îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ îò ïåðå-
ìåííûõ x, y ñòåïåíè 2 è âûøå. Ýòîò êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé äîïóñêàåò ýëå-
ãàíòíîå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïîëîæèì z = x + iy.
Òîãäà ñèñòåìà (26) óäîáíî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå îäíîãî óðàâíåíèÿ:
(27)
ż = ẋ+ iẏ = (βy + . . . )+ i(−βx+ . . . ) = −iβz +P2(z, z̄)+P3(z, ż)+O(z4),

ãäå Pk(z, ż) ñóòü îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè k îò ïåðåìåííûõ z, ż
(ïðè ïåðåõîäå îò (26) ê (27) ìû èñïîëüçîâàëè òàêæå ñòàíäàðòíûå ôîð-
ìóëû x = 1

2 (z + z̄), y = 1
2i (z− z̄)). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áîëüøóþ ÷àñòü ýòèõ

ïîëèíîìîâ ìîæíî óíè÷òîæèòü! À èìåííî êîîðäèíàòíûì ïðåîáðàçîâà-
íèåì
(28) w = z + Q2(z, z̄) + Q3(z, z̄),

ãäå Q2, Q3 ñóòü îäíîðîäíûå ïîëèíîìû îò ïåðåìåííûõ z, z̄ ñòåïåíè 2 è 3
ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå (27) ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó óïðîùåííîìó
âèäó:
(29) ẇ = −iβw + Aw2w̄ + O(w4),

ãäå A ∈ C åñòü íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Òåïåðü â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïó-
íîâà ìîæíî âçÿòü ïðîñòî
(30) V = |w|2 = ww̄.

Â ñàìîì äåëå, ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà (29) îïåðàöèþ ñî-
ïðÿæåíèÿ, ïîëó÷àåì
(31) ˙̄w = iβw̄ + Āw̄2w + O(w4),

ñëåäîâàòåëüíî
(32)
V̇ = ẇw̄+w ˙̄w = (−iβw+Aw2w̄)w̄+(iβw̄+Āw̄2w)w+O(w5) = a|w|4+O(w5),

ãäå a = 2 Re A. Ïàðàìåòð a, êîòîðûé íàçûâàþò ëÿïóíîâñêîé âåëè÷èíîé,
è îòâå÷àåò íà âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè. Åñëè a < 0, òî èç ôîðìóëû (32)
î÷åâèäíî, ÷òî V̇ îïðåäåëåíà îòðèöàòåëüíî, ñòàëî áûòü, íóëåâîå ðåøåíèå

27



àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî (ïî òåîðåìå 1.4.3). Åñëè æå a > 0, òî V ,V̇
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû, è ïî òåîðåìå 1.5.1 èìååòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü12.

Îñòàëîñü òîëüêî ïîÿñíèòü, êàê èìåííî ïðîèñõîäèò óíè÷òîæåíèå ëèø-
íèõ ÷ëåíîâ â óðàâíåíèè (27), ò. å. êàê âûáðàòü ïîëèíîìû Qk èç (28).
Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ìû óæå èçáàâèëèñü îò êâàäðàòè÷íûõ
÷ëåíîâ, ò. å. óðàâíåíèå (27) èìååò âèä
(33) ż = −iβz + p30z

3 + p21z
2z̄ + p12z

1z̄2 + p03z̄
3 + O(z4).

Ñîîòâåòñòâåííî, èùåì çàìåíó â âèäå
(34) w = z + q30z

3 + q21z
2z̄ + q12z

1z̄2 + q03z̄
3.

Èç òåîðåì àíàëèçà ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
èìååò âèä
(35) z = w − (q30w

3 + q21w
2w̄ + q12w

1w̄2 + q03w̄
3) + O(w4).

Äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå (34) ïî âðåìåíè, è ó÷èòûâàÿ (35), (33),
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
(36)
ẇ=−iβw+

∑

m1+m2=3, m1,m2≥0

[pm1m2−iβqm1m2(m1−m2−1)]wm1w̄m2+O(w4).

Ñðàâíèâàÿ (36) è óïðîùåííóþ ñèñòåìó (29), íàõîäèì èñêîìûå ñîîòíî-
øåíèÿ:
(37) qm1m2 =

pm1m2

iβ(m1 −m2 − 1)
ïðè m1 + m2 = 3, m1,m2 ≥ 0.

Äëÿ èíäåêñîâ m1 = 2, m2 = 1 èç (36), (29) âûòåêàåò, ÷òî A = p21, ò. å.
ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü ëÿïóíîâñêóþ âåëè÷èíó è îòâåòèòü íà âîïðîñ îá
óñòîé÷èâîñòè ñ ïåðâîãî âçãëÿäà íà èñõîäíóþ ñèñòåìó (33) åùå äî ïðî-
âåäåíèÿ êîîðäèíàòíîé çàìåíû. Åñëè æå íàì âñå-òàêè íóæíî ïîñòðîèòü
ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà, òî, î÷åâèäíî, ìîæíî ïîëîæèòü q21 = 0 � ýòîò êî-
ýôôèöèåíò íè íà ÷òî íå âëèÿåò.

Ïðèìåð 4.3.1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Âàí-Äåð-Ïîëÿ, âîçíèêàþùåå
ïðè îïèñàíèè êîëåáàíèé â ýëåêòðè÷åñêîì êîíòóðå: ẍ− (ν−x2)ẋ+x = 0,
ãäå ν åñòü íåêîòîðûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâà-
ëåíòíî ñèñòåìå

(38)
{

ẋ = y,

ẏ = −x + νy − x2y.

12Åñëè îêàæåòñÿ a = 0, òî òåì æå ìåòîäîì ìîæíî èññëåäîâàòü ÷ëåíû áîëåå âû-
ñîêîãî ïîðÿäêà: ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò äî êîíöà ðåøèòü âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè â
ðàçáèðàåìîì ñëó÷àå ïàðû ìíèìûõ êîðíåé (ñì., íàïðèìåð, [13]).
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Ñîáñòâåííûå ÷èñëà çäåñü λ = ν
2 ±

√
ν2

4 − 1. Ïîýòîìó ïðè ν < 0 áóäåò
àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, à ïðè ν > 0 � íåóñòîé÷èâîñòü. Îñîáûé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé ν = 0. Òîãäà èìååì ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, è ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä

(39)
{

ẋ = y,

ẏ = −x− x2y.

Âîñïîëüçóåìñÿ èçëîæåííîé âûøå òåõíîëîãèåé. Ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåí-
íóþ z = x + iy, ïîñëå îïèñàííûõ âûøå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ż =
y− i(x + x2y) = −iz − i (z+z̄)2

4
(z−z̄)

2i = −iz + 1
8 (−z3 − z2z̄ + zz̄2 + z̄3). Êàê

âèäèì, ëÿïóíîâñêàÿ âåëè÷èíà a = 2(−1
8 ) = − 1

4 îòðèöàòåëüíà, îòêóäà
ñðàçó çàêëþ÷àåì, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Åñëè æå ìû õîòèì âäîáàâîê ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà, òî íóæíî
ïîñ÷èòàòü w ïî ôîðìóëàì (34), (37). Òîãäà q30 = q12 = i

16 , q03 = i
32 , q21 =

0. Òàêèì îáðàçîì w = z+ i
32 (2z3+2zz̄2+z̄3). Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà

V = ww̄. Åñëè â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà îòáðîñèòü ÷ëåíû
âûøå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå íå âëèÿþò íà çíàêîîïðåäåëåííîñòü
V è V̇ , òî ïîëó÷èì ïðîñòóþ ôîðìóëó V = x2 + y2 − xy3

4 + x3y
4 . Òîãäà

V̇ = − 1
4 (x2 + y2)2 + O(z5).

Çàäà÷à 50. Íàéòè ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà (ñî çíàêîîïðåäåëåííîé ïðî-
èçâîäíîé V̇ ) è èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû{

ẋ = x− y − xy2,

ẏ = 2x− y − y3.

Çàäà÷à 51. Íàéòè ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà è èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü
íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû {

ẋ = y − 8x3,

ẏ = −x + y3.

� 5. Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà
Ïîìèìî îïðåäåëåíèÿ ¾óñòîé÷èâîñòü¿ � ¾íåóñòîé÷èâîñòü¿, ôóíêöèè

Ëÿïóíîâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ âîïðîñîâ, âîçíè-
êàþùèõ ïðè èçó÷åíèè ôàçîâîãî ïîðòðåòà.
5.1. Îïðåäåëåíèå îáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Òåìà
äàííîãî ðàçäåëà ìîòèâèðîâàíà íå òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèìè, íî è ïðàê-
òè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé ýëåêòðè÷å-
ñêèé ïðèáîð ðàññ÷èòàí íà íàïðÿæåíèå â 210 âîëüò. Ïðèáîð óñòðîåí òàê,
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÷òî ìàëûå îòêëîíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ íåñóùåñòâåííû. Îäíàêî êàê âåëèêè
ìîãóò áûòü äîïóñòèìûå îòêëîíåíèÿ? Ñèñòåìà ìîæåò áûòü àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâîé, îäíàêî îíà ìîæåò ïåðåñòàòü íîðìàëüíî ôóíêöèîíèðî-
âàòü óæå ïðè îòêëîíåíèÿõ íàïðÿæåíèÿ, íàïðèìåð, ñâûøå îäíîãî ìèë-
ëèâîëüòà. Èòàê, ýòà ñèñòåìà, òåîðåòè÷åñêè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ,
îêàçûâàåòñÿ íà ïðàêòèêå íåóñòîé÷èâîé. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü
èìåëà áû ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë, åñëè áû áûëè äîïóñòèìû îòêëîíåíèÿ,
ñêàæåì, â íåñêîëüêî âîëüò. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò íóæäà â ñëåäóþ-
ùåì íèæå îïðåäåëåíèè.

Ñíà÷àëà íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó (2), ïðàâàÿ ÷àñòü
f êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ C1-ãëàäêîé ôóíêöèåé, çàäàííîé íà íåêîòîðîì îò-
êðûòîì ìíîæåñòâå Ω ⊂ Rn, ïðè÷åì 0 ∈ Ω è f(0) = 0. Åñëè íóëåâîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, òî îáëàñòüþ àñèìïòî-
òè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê x0 ∈ Ω
òàêèõ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ðåøåíèÿ x(t) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0

ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî

(40) lim
t→+∞

x(t) = 0.

Îáëàñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîìDA.
Çàäà÷à 52. Äîêàæèòå, ÷òî B(0, ρ) ⊂ DA, ãäå ρ åñòü ïàðàìåòð èç

îïðåäåëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè (ñì. ï. 1.1).
Çàäà÷à 53. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî DA îïðàâäûâàåò ñâîå íà-

çâàíèå è â ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ, ò. å. DA ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îòêðûòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî â Rn.

Òåîðåìà 5.1.1. Ïóñòü D � íåêîòîðàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðî-
ñòðàíñòâå Rn, 0 ∈ D ⊂ Ω. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V : D̄ → R, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì íà-
áîðîì ñâîéñòâ:

(i) V ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà â D, ò. å. V (0) = 0, V (x) > 0 ïðè
x ∈ D \ {0};

(ii) V̇ çíàêîîòðèöàòåëüíà â D, ò. å. V̇ (x) ≤ 0 äëÿ âñåõ x ∈ D;
(iii) V (x) ≡ l äëÿ âñåõ x ∈ ∂D, ãäå l > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà;
(iv) ìíîæåñòâî {x ∈ D : V̇ (x) = 0} íå ñîäåðæèò öåëûõ òðàåêòîðèé,

êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò13.
Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, ïðè-

÷åì D ⊂ DA.

13Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íåïðîäîëæàåìîãî ðåøåíèÿ x(t) åñëè V̇ (x(t)) ≡ 0 â
ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ, òî x(t) ≡ 0.
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Ýòà âåñüìà ïîëåçíàÿ òåîðåìà íå òîëüêî äàåò íàì îöåíêó îáëàñòè DA,
íî è ñîäåðæèò ñóùåñòâåííîå óñèëåíèå òåîðåìû 1.4.3, òàê êàê çäåñü íå
òðåáóåòñÿ îòðèöàòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü V̇ .

Ïðèìåð 5.1.2. Îáðàòèìñÿ ñíîâà ê âñòðå÷àâøåìóñÿ âûøå óðàâíåíèþ
Ëüåíàðà ẍ+f(x)ẋ+g(x) = 0, êîòîðîå, íàïîìíèì, ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

(41)
{

ẋ = y − F (x),
ẏ = −g(x),

ãäå F (x) =
x∫
0

f(x) dx. Êàê è ðàíåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî f � ÷åòíàÿ ôóíê-

öèÿ, à g � íå÷åòíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ êëàññà C1(R), ïðè÷åì

(42) g(x)F (x) > 0 ïðè 0 6= |x| < a,

(43) G(x) < l òîëüêî ïðè |x| < a,

ãäå G(x) =
x∫
0

g(x) dx, è l, a ñóòü íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàí-
òû. Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 33 ìû âûÿñíèëè, ÷òî
ôóíêöèÿ V = 1

2y2 + G(x) ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü, ïîñêîëüêó ñàìà
ôóíêöèÿ V ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, à åå ïðîèçâîäíàÿ çíàêîîòðèöà-
òåëüíàÿ: V̇ = −g(x)F (x) ≤ 0. Îäíàêî V̇ = 0 ïðè x = 0, ò. å. íà îñè
OY , òàê ÷òî V̇ íå ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, è äî íàñòîÿ-
ùåãî ïàðàãðàôà ìû íå ìîãëè äîêàçàòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.
Òåïåðü ýòî ñäåëàòü ëåãêî. Â ñàìîì äåëå, â êà÷åñòâå îáëàñòè D èç óñëî-
âèé òåîðåìû 5.1.1 âîçüìåì D = {(x, y) ∈ R2 : V (x, y) < l}. Òîãäà èç
ïðåäïîëîæåíèÿ (43) âûòåêàåò, ÷òî |x| < a, |y|2 < 2l ïðè âñåõ (x, y) ∈ D,
òàê ÷òî îáëàñòü D äåéñòâèòåëüíî îãðàíè÷åíà. Äàëåå â òî÷êàõ îñè OY

(ãäå V̇ = 0), îòëè÷íûõ îò íà÷àëà êîîðäèíàò, óãëîâîé êîýôôèöèåíò

dy

dx
=

−g(x)
y − F (x)

èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå (ðàâåí íóëþ), ò. å. êàñàòåëüíàÿ ê òðàåêòîðèè
ïåðåñåêàåò îñü OY ïîä íåíóëåâûì óãëîì, çíà÷èò, îñü OY â ñàìîì äå-
ëå íå ñîäåðæèò öåëûõ òðàåêòîðèé. Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ (i)�(iv)
òåîðåìû 5.1.1 âûïîëíåíû, îòêóäà ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâî-
ñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ, ïðè÷åì îáëàñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè
ñîäåðæèò ìíîæåñòâî D = {(x, y) ∈ R2 : V (x, y) < l}.

Çàäà÷à 54. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Âàí-Äåð-Ïîëÿ ẍ+ν(x2−1)ẋ+x=0.
Îíî îòíîñèòñÿ ê ðàçîáðàííîìó âûøå òèïó, â ÷àñòíîñòè, ýêâèâàëåíòíî
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ñèñòåìå

(44)
{

ẋ = y − ν
(

x3

3 − x
)
,

ẏ = −x.

Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ Ïðèìåðà 5.1.2, äîêàæèòå, ÷òî íóëåâîå ðåøå-
íèå ñèñòåìû (44) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè âñåõ ν < 0, ïðè÷åì
B(0,

√
3) ⊂ DA ïðè âñåõ ν < 0 (ðàäèóñ êðóãà íå çàâèñèò îò ν!).

Çàäà÷à 55. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ẍ + ẋ + 6x + 3x2 = 0, ýêâèâà-
ëåíòíîå ñèñòåìå

(45)
{

ẋ = y,

ẏ = −y − 6x− 3x2.

Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà V = 1
2y2 + 3x2 + x3 ñ ïðîèçâîäíîé V̇ =

−y2 è òåîðåìó 5.1.1, äîêàæèòå, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî, è îöåíèòå îáëàñòü DA (ðèñ. 4 ).

x

y

D

O

V=l=4

Ðèñ. 4
Çàäà÷à 56. Íåìíîãî èçìåíèì ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è 54 è ðàññìîò-

ðèì íåñêîëüêî èíîå (íî òîæå âñòðå÷àâøååñÿ ðàíåå) óðàâíåíèå Âàí-Äåð-
Ïîëÿ ẍ− (ν − x2)ẋ + x = 0, ýêâèâàëåíòíîå ñèñòåìå

(46)
{

ẋ = y,

ẏ = −x + (ν − x2)y.
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Ýòî óðàâíåíèå èìååò ïðîñòóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà V = x2 + y2 ñ ïðîèç-
âîäíîé V̇ = 2νy2 − 2x2y2. Ïðè ν < 0 ýòà ôóíêöèÿ ãàðàíòèðóåò àñèìï-
òîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü (ïî òåîðåìå 1.4.3), îäíàêî ïðè ν = 0 ïðîèç-
âîäíàÿ V̇ = −2x2y2 ëèøü çíàêîîòðèöàòåëüíàÿ, íî íå ÿâëÿþòñÿ îòðè-
öàòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ïîýòîìó ðàíåå â ïðèìåðå 4.3.1 íàì ïðèøëîñü
çàòðàòèòü î÷åíü ñåðüåçíûå óñèëèÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè (ñî ñðàâíèòåëüíî òðóäîåìêèì âû÷èñëåíèåì ñëîæ-
íîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà ñ ÷ëåíàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà). Íî ïðèìåíÿÿ
Òåîðåìó 5.1.1, ïîäîáíûõ ñëîæíîñòåé ìîæíî èçáåæàòü. Â ñàìîì äåëå,
èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ V = x2 + y2, äîêàæèòå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 5.1.1,
÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (46) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè âñåõ
ν ≤ 0, ïðè÷åì DA = R2 ïðè âñåõ ν ≤ 0.

Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à äàåò ïðèìåð òàê íàçûâàåìîé óñòîé÷èâîñòè â öå-
ëîì. À èìåííî ãîâîðÿò, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) óñòîé÷èâî â
öåëîì, åñëè DA = Rn.

Òåîðåìà 5.1.3. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (2) íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìà âî âñåì Rn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V : Rn → R, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì íà-
áîðîì ñâîéñòâ:

(i) V ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà â Rn;
(ii) V̇ çíàêîîòðèöàòåëüíàÿ â Rn;
(iii) ìíîæåñòâî {x ∈ Rn : V̇ (x) = 0} íå ñîäåðæèò öåëûõ òðàåêòîðèé,

êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò.
Òîãäà êàæäîå ðåøåíèå, îñòàþùååñÿ îãðàíè÷åííûì ïðè t ≥ 0, ñòðå-

ìèòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò ïðè t → +∞.
Ñëåäñòâèå 5.1.4 (òåîðåìà Áàðáàøèíà � Êðàñîâñêîãî). Ïóñòü

ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (2) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåì Rn.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ V : Rn → R, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì íàáîðîì ñâîéñòâ:

(i) V ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà â Rn;
(ii) V̇ çíàêîîòðèöàòåëüíàÿ â Rn;
(iii) ìíîæåñòâî {x ∈ Rn : V̇ (x) = 0} íå ñîäåðæèò öåëûõ òðàåêòîðèé,

êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò;
(iv) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

(47) V (x) → +∞ ïðè |x| → ∞.

Òîãäà èìååò ìåñòî óñòîé÷èâîñòü â öåëîì.
Çàäà÷à 57. Âûâåäèòå ñëåäñòâèå 5.1.4 èç òåîðåìû 5.1.3.
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Ïðèìåð 5.1.5. Ñíîâà ðàññìîòðèì ñèñòåìó (41), íî òåïåðü çàìåíèì
óñëîâèÿ (42)�(43) ñëåäóþùèìè:

(48) g(x)F (x) > 0 ïðè |x| 6= 0,

(49) G(x) → +∞ ïðè |x| → ∞.

Â êà÷åñòâå V âîçüìåì òó æå ñàìóþ ôóíêöèþ V = 1
2y2 + G(x). Òîãäà

èç ñëåäñòâèÿ 5.1.4 âûòåêàåò óñòîé÷èâîñòü â öåëîì íóëåâîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (41).

Çàäà÷à 58. Ðàññìîòðèì ñíîâà ñèñòåìó

(50)
{

ẋ = x− y − xy2,

ẏ = 2x− y − y3.

Ýòà ñèñòåìà èìååò ïðîñòóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà V = x2 +(x−y)2 ñ ïðî-
èçâîäíîé V̇ = −2y2(x2+(x−y)2), êîòîðàÿ ëèøü çíàêîîòðèöàòåëüíàÿ, íî
íå ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â çàäà÷å 50 íàì íå õâàòèëî óêàçàííîé
ïðîñòîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, à ïðèøëîñü ¾äîñòðàèâàòü¿ åå, äîáàâëÿÿ
ñëàãàåìûå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà è ò.ï. Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ ñëåäñòâèå 5.1.4,
ìû ìîæåì èçáåæàòü ýòèõ òðóäîåìêèõ âûêëàäîê. Èñïîëüçóÿ óêàçàííóþ
ïðîñòóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà è ñëåäñòâèå 5.1.4, äîêàæèòå, ÷òî íóëåâîå
ðåøåíèå ñèñòåìû (50) óñòîé÷èâî â öåëîì.

Çàäà÷à 59. Èñïîëüçóÿ îòâåòû ê çàäà÷àì 32, 34, 35, 36, 37, 39, 41,
âûÿñíèòü, âîçìîæíà ëè òàì óñòîé÷èâîñòü â öåëîì, è åñëè äà, òî ïðè
êàêèõ óñëîâèÿõ.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (47) â ñëåäñòâèè 5.1.4 ñóùåñòâåííî, êàê ïîêà-
çûâàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.

Çàäà÷à 60. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

(51)
{

ẋ = − 2x
(1+x2)2 + 2y,

ẏ = − 2y
(1+x2)2 − 2x

(1+x2)2 .

Â êà÷åñòâå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà âîçüìåì V = x2

1+x2 + y2. Ýòà ôóíêöèÿ
áóäåò, î÷åâèäíî, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà â R2. Åå ïðîèçâîäíàÿ èìååò
âèä

V̇ = −4
(

x2

(1 + x2)4
+

y2

(1 + x2)2

)
,
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â ÷àñòíîñòè, V̇ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà âî âñåì R2. Òåì ñàìûì óñëîâèÿ
(i)�(iii) ñëåäñòâèÿ 5.1.4 âûïîëíåíû. Äîêàæèòå, îäíàêî, ÷òî óñòîé÷èâî-
ñòè â öåëîì íå áóäåò14. Äëÿ ýòîãî ïðîàíàëèçèðóåòå, êàê òðàåêòîðèè
ñèñòåìû (51) ïåðåñåêàþò êðèâóþ y = 2 + 1

1+x2 . À èìåííî óñòàíîâèòå
ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ÷èñëà a > 1, ÷òî ïðè x ≥ a óãëîâîé êîýôôèöè-
åíò íàêëîíà óêàçàííîé êðèâîé áóäåò ìåíüøå, ÷åì óãëîâîé êîýôôèöèåíò
íàêëîíà òðàåêòîðèé (â òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé). Îòñþäà âûâå-
äèòå, ÷òî òðàåêòîðèè íå ìîãóò ïîêèíóòü îáëàñòü D = {(x, y) ∈ R2 : x ≥
a, y ≥ 2+ 1

1+x2 }, òàê êàê îíè ïåðåñåêàþò ãðàíèöó ýòîé îáëàñòè ñíàðóæè
âíóòðü.

Îäíàêî áîëåå òîíêèì àíàëèçîì èíîãäà óäàåòñÿ äîêàçàòü óñòîé÷è-
âîñòü â öåëîì è áåç òðåáîâàíèÿ (47).

Çàäà÷à 61.Îáðàòèìñÿ ñíîâà ê óðàâíåíèþ Ëüåíàðà ẍ+f(x)ẋ+g(x) =
0, òîëüêî òåïåðü ìû çàïèøåì ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó â äðóãîì âèäå:{

ẋ = y,

ẏ = −g(x)− f(x)y.

Ââåäåì ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:
xg(x) > 0 ïðè âñåõ x 6= 0,

f(x) > 0 ïðè âñåõ x 6= 0,

|F (x)| =
∣∣∣∣

x∫

0

f(ξ) dξ

∣∣∣∣ →∞ ïðè |x| → ∞.

Âîçüìåì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà V (x) = 1
2y2 + G(x), ãäå G(x) =

x∫
0

g(x) dx.

Òîãäà V̇ = −f(x)y2 ≤ 0. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî, ãäå V̇ = 0,
ñîñòîèò èç êîîðäèíàòíûõ îñåé è íå ñîäåðæèò öåëûõ òðàåêòîðèé (êðîìå
íà÷àëà êîîðäèíàò). Îäíàêî ïîñêîëüêó èç ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé íå
âûòåêàåò, ÷òî G(x) → ∞ ïðè |x| → ∞, óñëîâèå (47) ñëåäñòâèÿ 5.1.4,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíåíî. Ïîýòîìó ìû ìîæåì òîëüêî óòâåðæäàòü
íà îñíîâàíèè òåîðåìû 5.1.3, ÷òî êàæäîå îãðàíè÷åííîå ïðè âñåõ t ≥ 0
ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò ïðè t → ∞. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ óñòàíîâëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè â öåëîì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ðåøå-
íèÿ ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îãðàíè÷åíû ïðè t ≥ 0. Äîêàæèòå

14Ïîñêîëüêó íå âûïîëíåíî óñëîâèå (47). Îáðàùàåì âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ, ÷òî ôàçî-
âûé ïîðòðåò äàííîé ñèñòåìû (â íåñêîëüêî èçìåíåííîì ìàñøòàáå) èçîáðàæåí íà îá-
ëîæêå äàííîãî ïîñîáèÿ, ïðè÷åì ÷åðíûì öâåòîì íàðèñîâàíû òðàåêòîðèè, êðàñíûì �
ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, à ãîëóáûì öâåòîì çàêðàøåíà îáëàñòü àñèìïòîòè-
÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.
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ýòî, ïðîâåðèâ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ íàéäóòñÿ ïàðàìåòðû l > 0,
a > 0 òàêèå, ÷òî ýòî ðåøåíèå íèêîãäà íå ñìîæåò ïîêèíóòü îáëàñòè
D = {(x, y) ∈ R2 : V (x, y) < l, [y + F (x)]2 < a2} (ðèñ. 5). Ïðè ýòîì
ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû a, l ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû íà÷àëüíàÿ òî÷-
êà íàøåãî ðåøåíèÿ x(0) î÷óòèëàñü â D. Êðîìå òîãî, ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì l ïàðàìåòð a âûáèðàþò ñòîëü áîëüøèì, ÷òîáû íà ãðàíèöå ∂D ïðè
y + F (x) = a âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî x > 0, à ïðè y + F (x) = −a
âûïîëíÿëîñü x < 0.

x

y

V=l

V=l

y+F(x)=-a y+F(x)=a
O

D

Ðèñ. 5
Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé àâòî-

íîìíîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ìîæíî íå ïðîñòî ïîëó-
÷èòü îöåíêó îáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, íî è äàòü åå òî÷íîå
îïèñàíèå15. Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü â ìîíîãðàôèè [4].

5.2. Îöåíêà âðåìåíè ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Ìû åäâà çàòðîíåì
íàñòîÿùèé âîïðîñ, íî ñîâñåì óìîë÷àòü î íåì íå ìîæåì ââèäó î÷åâèä-
íîé ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè. Âðåìåíåì ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà (äëÿ ñè-
ñòåìû ñ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì íóëåâûì ðåøåíèåì) íàçûâàåòñÿ
íàèìåíüøåå âðåìÿ t(x0, ε), íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèå ñ íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0 ïîïàëî â çàäàííóþ ε-îêðåñòíîñòü íà÷àëà
êîîðäèíàò è îñòàëîñü òàì ïðè t > t(x0, ε).

15Ýòî çíà÷èò óêàçàòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà îáëàñòü, ÷òîáû îíà
áûëà îáëàñòüþ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.
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Ïîêàæåì, êàê ìîæíî îöåíèòü âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà, èñïîëü-
çóÿ èäåè èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1.4.2, 1.4.3. Ïóñòü ñèñòåìà (2) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.4.3. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíîå óñëî-
âèå x0 áåðåòñÿ ñòîëü ìàëûìè, ÷òî ðåøåíèå íå âûéäåò çà ïðåäåëû øàðà
B(0, h/2) (íàïîìíèì, ÷òî øàð B(0, h) ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ çíàêîîïðåäå-
ëåííîñòè V , V̇ ). Âîçüìåì ïàðàìåòð δ = δ(ε) èç îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷è-
âîñòè è îáîçíà÷èì l = min

|x|=δ
V (x). Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè |x(t0)| < δ, òî

|x(t)| ≤ ε ïðè t ≥ t0. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàøå ðåøåíèå íàâñåãäà
îñòàëîñü â æåëàåìîé ε-îêðåñòíîñòè, åìó äîñòàòî÷íî îäíàæäû ïîïàñòü
â δ-îêðåñòíîñòü. Äëÿ îöåíêè âðåìåíè îäíîêðàòíîãî ïîïàäàíèÿ â ýòó
δ-îêðåñòíîñòü âñïîìíèì, ÷òî ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ V̇ îòðèöàòåëüíî
îïðåäåëåíà, òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà σ > 0 òàêàÿ, ÷òî V̇ (x) < −σ â
øàðîâîì ñëîå |x| ∈ [δ, h/2].

Çàäà÷à 62. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äîêàæèòå, ÷òî

(52) t(x0, ε) ≤ V (x0)− l

σ
.

Ïîðÿäîê âðåìåíè ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî,
ÿâëÿåòñÿ ëè ñèñòåìà ëèíåéíîé èëè íåò.

Ïðèìåð 5.2.1. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó (3) ñ óñòîé÷èâîé ìàò-
ðèöåé A ∈ Rn×n. Âîçüìåì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ
ôîðìó V = x∗Bx ñ ïðîèçâîäíîé
(53) V̇ = −x2

(ñóùåñòâîâàíèå òàêîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû V âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.3).
Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíû îöåíêè
(54) λ1|x|2 ≤ V (x) ≤ λn|x|2,
ãäå λ1, λn ñóòü ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå ñîáñòâåííûå
÷èñëà ìàòðèöû B. Ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(55) − V

λn
≥ −|x|2 ≥ − V

λ1
.

Èç (53), (55) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

(56) − V

λ1
≤ V̇ ≤ − V

λn
,

êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(57) − dt

λ1
≤ dV

V
≤ − dt

λn
.
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Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îò 0 äî t è îáîçíà÷àÿ V0 = V (x(0)) =
V (x0), ïîëó÷èì

(58) V0 exp
(− t

λ1

) ≤ V ≤ V0 exp
(− t

λn

)
.

Èñïîëüçóÿ (55), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó âäîëü ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû (3):

(59) V0

λn
exp

(− t

λ1

) ≤ |x|2 ≤ V0

λ1
exp

(− t

λn

)
.

Ýòî íåðàâåíñòâî ñëóæèò îñíîâîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ âðåìåíè ïåðåõîäíîãî
ïðîöåññà. Â ñàìîì äåëå, ðàçðåøàÿ îòíîñèòåëüíî t óðàâíåíèå
V0
λ1

exp
(− t

λn

)
= ε2, ïîëó÷èì t = −λn ln λ1ε2

V0
. Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ ïå-

ðåõîäíîãî ïðîöåññà t(x0, ε), ò. å. âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû
âåëè÷èíà |x| ñòàëà è îñòàâàëàñü â äàëüíåéøåì ìåíüøå ε, óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó

(60) t(x0, ε) ≤ −λn ln
λ1ε

2

V0
.

Çàäà÷à 63.Ïî îáðàçöó â ïðèâåäåííîì òîëüêî ÷òî ïðèìåðå âûâåäèòå
ñîîòâåòñòâóþùèå (êà÷åñòâåííûå) àíàëîãè îöåíîê (59), (60) äëÿ ñèñòåìû
èç çàäà÷è 39 (èñïîëüçóÿ íàéäåííóþ ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ôóíêöèþ
Ëÿïóíîâà V = x2+y4 è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî
ìàëû).

Èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ
Ëÿïóíîâ Àëåêñàíäð Ìèõàéëîâè÷ (25.5.1857, ßðîñëàâëü � 3.11.1918,

Îäåññà), ðóññêèé ìàòåìàòèê è ìåõàíèê, àêàäåìèê Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ
(1901; ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò 1900 ã.). Â 1880 ã. îêîí÷èë Ïåòåðáóðãñêèé
óíèâåðñèòåò. Ñ 1885 ã. äîöåíò, ñ 1892 ã. ïðîôåññîð Õàðüêîâñêîãî óíè-
âåðñèòåòà; ñ 1902 ã. ðàáîòàë â Ïåòåðáóðãñêîé ÀÍ. Ó÷åíèê Ïàôíóòèÿ
Ëüâîâè÷à ×åáûø�åâà (1821 � 1891), äðóãîãî âåëèêîãî ðóññêîãî ìàòåìà-
òèêà è ìåõàíèêà. ×åáûø�åâ ñ÷èòàë, ÷òî ìîëîäûå òâîð÷åñêè îäàðåííûå
ëþäè äîëæíû ñðàçó áðàòüñÿ çà òðóäíûå ïðîáëåìû. Ïîýòîìó îí ïîñòàâèë
ïåðåä Ëÿïóíîâûì â 1880 ã. çàäà÷ó î íåýëëèïñîèäàëüíûõ ôîðìàõ ðàâíî-
âåñèÿ âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè. Êàê ãîâîðèë Â. À. Ñòåêëîâ, "×åáûø�åâ
óæå òîãäà óñìàòðèâàë èç ðÿäà âîí âûõîäÿùèå ñèëû â ìîëîäîì ÷åëîâåêå,
åñëè ðèñêíóë âîçëîæèòü íà åãî ïëå÷è òàêîé íåïîñèëüíûé òðóä". Ëÿïó-
íîâ ðàáîòàë íàä ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé â òå÷åíèå äâóõ ëåò, íî, êàê îí
ïèñàë: "Ïîñëå íåñêîëüêèõ íåóäà÷íûõ ïîïûòîê ÿ äîëæåí áûë îòëîæèòü
ðåøåíèå âîïðîñà íà íåîïðåäåëåííîå âðåìÿ. Íî âîïðîñ ýòîò íàâåë ìåíÿ
íà äðóãîé, èìåííî íà âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ýëëèïñîèäàëüíûõ ôîðì
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ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûé è ñîñòàâèë ïðåäìåò ìîåé ìàãèñòåðñêîé äèññåðòà-
öèè".

Âûïîëíåííûå çà íåñêîëüêî ëåò ðàáîòû ìîãëè áû ñîñòàâèòü âûäàþ-
ùóþñÿ äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ, íî Ëÿïóíîâ, îòëè÷àâøèéñÿ âûñîêîé
òðåáîâàòåëüíîñòüþ ê ñåáå, îòêàçàëñÿ åå çàùèùàòü. Îòêàçàëñÿ îí òàêæå
äî ïîëó÷åíèÿ äîêòîðñêîé ñòåïåíè è îò çâàíèÿ èñïîëíÿþùåãî äîëæíîñòü
ýêñòðàîðäèíàðíîãî ïðîôåññîðà, ÷òî ïîâûøàëî æàëîâàíèå âäâîå.

À. Ì. Ëÿïóíîâ âìåñòå ñ À. Ïóàíêàðå ðàçäåëèë ñëàâó ñîçäàíèÿ êà-
÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â 1892 ã. âûøåë îò-
äåëüíûì èçäàíèåì Õàðüêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà îñíîâîïî-
ëàãàþùèé òðóä À. Ì. Ëÿïóíîâà "Îáùàÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè äâèæå-
íèÿ" (ñîâðåìåííîå ïåðåèçäàíèå ñì. [8]), ñîñòàâèâøèé âïîñëåäñòâèè åãî
äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ. Â íåé è áûëî ââåäåíî îáñóæäàåìîå â íàñòîÿ-
ùåì ïîñîáèè ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè, èçâåñòíîå ñåé÷àñ âî âñåì ìèðå êàê
"óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó", è áûëè äîêàçàíû ñòàâøèå êëàññè÷åñêèìè
òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè.

Ïîðàçèòåëüíî, ÷òî Ëÿïóíîâ íå òîëüêî, êàê ãîâîðèòñÿ, "çàëîæèë îñ-
íîâû" íîâîé òåîðèè, íî ñðàçó óäèâèòåëüíî äàëåêî ïðîäâèíóëñÿ â åå
ãëóáèíó, ïîëó÷èâ â ðÿäå âûñîêîíåòðèâèàëüíûõ "êðèòè÷åñêèõ" ñëó÷à-
åâ (êîãäà ïåðâîå ïðèáëèæåíèå íå äàåò îòâåòà) îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòà-
òû. Â ñîâðåìåííûõ íåñêîëüêîñîòñòðàíè÷íûõ ìîíîãðàôèÿõ íå ðåäêîñòü
âñòðåòèòü ôðàçû òèïà "ýòîò òðóäíûé ñëó÷àé áûë ïîëíîñòüþ ðàçîáðàí
â êíèãå Ëÿïóíîâà, è ìû íå áóäåì çäåñü îïèñûâàòü ýòîò ñëó÷àé èç-çà
åãî ñëîæíîñòè", "íàøà òåîðåìà äàåò áîëåå ñëàáûé êðèòåðèé, ÷åì ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà Ëÿïóíîâà, íî çàòî ôîðìóëèðîâêà íàøåé òåî-
ðåìû ïðîùå" è ò. ï. Â ïðåäèñëîâèè ê èçäàíèþ [9] â 1963 ã. îäíîé (äî
òîãî âðåìåíè íå îïóáëèêîâàííîé) ðóêîïèñè À. Ì. Ëÿïóíîâà ñêàçàíî,
÷òî ýòà ðàáîòà "äî ñèõ ïîð ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé òåîðåòè÷åñêèé èíòå-
ðåñ, òàê êàê ñîäåðæèò íîâûå ðåçóëüòàòû è íîâûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.
Â ðàáîòå ÷åòêî ñôîðìóëèðîâàíû íåêîòîðûå âîïðîñû, íå ðåøåííûå àâòî-
ðîì è îñòàþùèåñÿ íå âûÿñíåííûìè äî ñèõ ïîð". Ïîäóìàòü òîëüêî, ýòè
ñëîâà ïðîèçíåñåíû ÷åðåç 70 ëåò ïîñëå íàïèñàíèÿ ðóêîïèñè, êîãäà òåî-
ðèÿ óñòîé÷èâîñòè óæå äåñÿòêè ëåò áûëà âäîëü è ïîïåðåê èññëåäîâàíà
ìíîæåñòâîì ñèëüíûõ ìàòåìàòèêîâ!!

Îäíàêî íàó÷íûå äîñòèæåíèÿ À. Ì. Ëÿïóíîâà íå îãðàíè÷èâàþòñÿ òåî-
ðèåé óñòîé÷èâîñòè. Âïîñëåäñòâèè îí ðàçðåøèë çàäà÷ó, ïðåäëîæåííóþ
åìó åùå â íà÷àëå åãî íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè ×åáûø�åâûì, è ïîëó÷èë ìíî-
æåñòâî äðóãèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî ýòîé òåìå. Íåáîëüøèì
ïî îáúåìó, íî âåñüìà âàæíûì äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ íàóêè áûë
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öèêë ðàáîò Ëÿïóíîâà ïî íåêîòîðûì âîïðîñàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé Ëÿïóíîâ ïðåäëîæèë íîâûé ìåòîä èññëåäî-
âàíèÿ (ìåòîä "õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé"), çàìå÷àòåëüíûé ïî ñâîåé
îáùíîñòè è ïëîäîòâîðíîñòè; îáîáùàÿ èññëåäîâàíèÿ Ï. Ë. ×åáûø�åâà è
À. À. Ìàðêîâà (ñòàðøåãî), Ëÿïóíîâ äîêàçàë òàê íàçûâàåìóþ öåíòðàëü-
íóþ ïðåäåëüíóþ òåîðåìó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðè çíà÷èòåëüíî áîëåå
îáùèõ óñëîâèÿõ, ÷åì åãî ïðåäøåñòâåííèêè.

Íàó÷íûå çàñëóãè À. Ì. Ëÿïóíîâà áûëè ïðèçíàíû âñåì ìèðîì: îí
ñîñòîÿë ïî÷åòíûì ÷ëåíîì Ïåòåðáóðãñêîãî, Õàðüêîâñêîãî è Êàçàíñêîãî
óíèâåðñèòåòîâ, ïî÷åòíûì ÷ëåíîì Õàðüêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùå-
ñòâà, èíîñòðàííûì ÷ëåíîì Àêàäåìèè â Ðèìå, ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåíòîì
Ïàðèæñêîé àêàäåìèè íàóê.

Ëåòîì 1917 ã. Ëÿïóíîâ ñ òÿæåëî áîëüíîé òóáåðêóëåçîì æåíîé óåõàë â
Îäåññó. Êàê è äëÿ áîëüøèíñòâà ðîññèéñêîé èíòåëëèãåíöèè, ðåâîëþöè-
îííîå ëèõîëåòüå òðàãè÷åñêè îòðàçèëîñü íà ñóäüáå Ëÿïóíîâà: íàõîäÿñü â
ñòåñíåííûõ ìàòåðèàëüíûõ óñëîâèÿõ, àêàäåìèê íå ìîã îáåñïå÷èòü ñâîåé
áîëüíîé ñóïðóãå ïîëíîöåííîå ïèòàíèå. À. Ì. Ëÿïóíîâ òðàãè÷åñêè ïîãèá
3 íîÿáðÿ 1918 ã., ÷åðåç òðè äíÿ ïîñëå ñìåðòè æåíû.

Êàê îòìå÷àë Â. À. Ñòåêëîâ, À. Ì. Ëÿïóíîâ ïðåäñòàâëÿë ñîáîé ëó÷-
øèé òèï èäåàëèñòà 60-õ ãã. XIX â. Âñå ñâîè ñèëû îí îòäàâàë íàóêå è
÷àñòî ãîâîðèë, ÷òî áåç íàó÷íîãî òâîð÷åñòâà æèçíü äëÿ íåãî íè÷åãî íå
ñòîèò. Ìíîãèå ãîäû îí ðàáîòàë äî 4�5 óòðà, à èíîãäà è íî÷è íàïðîëåò,
íå ïîçâîëÿÿ ñåáå ïî÷òè íèêàêèõ ðàçâëå÷åíèé.
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Êîðîòêî ïðîêîììåíòèðóåì ýòè êíèãè.
Áîëüøàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëåííîãî íàìè ìàòåðèàëà ñîäåðæèòñÿ â ìî-

íîãðàôèÿõ [1], [7]. Îòìåòèì, ÷òî [1] ÿâëÿåòñÿ ñâîåîáðàçíûì ñïðàâî÷íè-
êîì ïî ïðèåìàì ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, à äëÿ ïåðâîãî ÷òåíèÿ
ëó÷øå ïîäõîäèò êíèãà èíîñòðàííûõ ìàòåìàòèêîâ [7]. Ïîäðîáíûé ðàç-
áîð "êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ", ãäå íàèáîëåå îùóùàåòñÿ íóæäà â ôóíêöèÿõ
Ëÿïóíîâà, ïðîäåëàí â [13].

Ó÷åáíèê [3] ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ââåäåíèåì â îáùóþ òåîðèþ óñòîé-
÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (îðãàíè÷åñêîé ÷àñòüþ
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà). Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî îçíà-
êîìëåíèÿ ñ ïðåäìåòîì ìîæíî ïîñîâåòîâàòü ìîíîãðàôèè îòå÷åñòâåííûõ
ó÷åíûõ [4], [6], [10], àäðåñîâàííûå ñïåöèàëèñòàì. Îòìåòèì, ÷òî â ñåðå-
äèíå XX ñòîëåòèÿ â Ðîññèè ñôîðìèðîâàëàñü ñèëüíåéøàÿ â ìèðå ìàòå-
ìàòè÷åñêàÿ øêîëà ïî ðàçâèòèþ èäåé À. Ì. Ëÿïóíîâà, ïîýòîìó íåóäè-
âèòåëüíî, ÷òî èìåííî ê ýòîìó ïåðèîäó îòíîñÿòñÿ áîëüøèíñòâî öåííûõ
ìîíîãðàôèé ïî ïðåäìåòó.

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ïðèâîäèìûõ â íàñòîÿùåì ïîñîáèè çàäà÷ ïîçàèì-
ñòâîâàíà èç ñáîðíèêîâ [2], [5], [11]�[12].
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Îòâåòû è óêàçàíèÿ
1. Âñå æîðäàíîâû êëåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì ÷èñëàì ñ

íóëåâîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ, äîëæíû èìåòü åäèíè÷íûé ðàçìåð.
2. Ïðè ÷åòíûõ m íåóñòîé÷èâîñòü. Ïðè íå÷åòíûõ m óñòîé÷èâîñòü ïðè
a < 0 è íåóñòîé÷èâîñòü ïðè a > 0. 3.

(
0 1
0 0

)
. 4. 1) ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííàÿ; 2) çíàêîïîëîæèòåëüíàÿ; 3) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ;
4) çíàêîïåðåìåííàÿ; 5) çíàêîîòðèöàòåëüíàÿ; 6) îòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåííàÿ. 5. Óñòîé÷èâî; àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè gradV 6= 0 â ïðî-
êîëîòîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. 6. Óêàçàíèå. Â êà÷åñòâå δ(ε) èç
îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ìîæíî ïðè ε ∈ (0, h/2] âçÿòü δ(ε) = min{|x| :
V (x) = Cε}, ãäå Cε = min{V (x) : |x| = ε}. Òîãäà ïðè ε > h/2 ìîæíî
äîîïðåäåëèòü δ(ε) = δ(h/2), à òàêæå ïîëîæèòü ∆ = δ(h/2). 7. Óêàçà-
íèå. Íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óæå óñòàíîâëåííîé òåîðåìîé 1.4.2 è äî-
êàçûâàòü (îò ïðîòèâíîãî), ÷òî äëÿ âñÿêîãî ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû (2)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì |x(0)| < δ(h/2) ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ðàâåí-
ñòâî lim

t→0
V (x(t)) = 0. Ñì. òàêæå óêàçàíèå ê ñëåäóþùåé çàäà÷å. 8. Óêà-

çàíèå. Íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ôàêòîì, âûòåêàþùèì èç
îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè V̇ : äëÿ ëþáûõ ÷èñåë r,R, òàêèõ, ÷òî
0 < r < R < h, ñóùåñòâóåò σ > 0 òàêîå, ÷òî V̇ (x) < −σ ïðè |x| ∈ [r,R].
9. Óêàçàíèå. Íóæíî äîêàçûâàòü îò ïðîòèâíîãî. Ïðè ýòîì, èñïîëüçóÿ
íåâîçðàñòàíèå ôóíêöèè V íà òðàåêòîðèÿõ, íóæíî ñíà÷àëà óñòàíîâèòü,
÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë cν > 0 òàêèõ, ÷òî V (x) ≡ cν

ïðè |x| = rν . Çàòåì, ñíîâà îáûãðûâàÿ óêàçàííóþ ìîíîòîííîñòü è ó÷è-
òûâàÿ íåïðåðûâíîñòü V , íóæíî äîêàçàòü, ÷òî cν+1 ≥ cν . Îòñþäà ëåãêî
ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì V (0) = 0. 10. Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóé-
òåñü óêàçàíèåì ê çàäà÷å 8. 11. Óêàçàíèå. Íàäî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå
íîâóþ ôóíêöèþ V1(x) = e−λtV (x) è äîêàçàòü, ÷òî V̇1 = e−λtW (x) ≤ 0.
12. h = 1, Ω1 åñòü ïåðåñå÷åíèå êðóãà B(0, 1) ñ ïåðâûì êâàäðàíòîì
{x > 0, y > 0}. 13. Óêàçàíèå. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåì 1.5.1
èëè 1.5.2 â êà÷åñòâå îòêðûòîãî ìíîæåñòâî Ω1 íàäî áðàòü ìíîæåñòâî
{x ∈ B(0, h) : V (x) < 0}. 14. Óêàçàíèå. Äëÿ ïðîâåðêè íåóñòîé÷èâîñòè
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè x(0) ∈ Ω1, òî |x(T )| ≥ h/2 ïðè íåêîòîðîì
T ≥ 0. Ïðåäïîëàãàÿ ïðîòèâíîå, èç óñëîâèé òåîðåìû íóæíî âûâåñòè, ÷òî
∃σ1 > 0 dist(x(t), ∂Ω1) ≥ σ1 ïðè âñåõ t ≥ 0. Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, âû-
âîäèòñÿ, ÷òî ∃σ > 0 V̇ (x(t)) ≤ −σ ïðè âñåõ t ≥ 0, è óæå ëåãêî ïîëó÷èòü
ïðîòèâîðå÷èå. 15. Óêàçàíèå. Â êà÷åñòâå Ω1 âîçüìèòå îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê øàðà B(0, h) ìàëîãî ðàäèóñà, â êîòîðûõ îäíî-
âðåìåííî âûïîëíåíû îáà íåðàâåíñòâà p·q > 0, H(p, q) < 0. 16. Óêàçàíèå.
Â êà÷åñòâå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà îïåðàòîðà F íóæíî
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âçÿòü ñèììåòðè÷íóþ n × n-ìàòðèöó B = xk(xl)∗ + xl(xk)∗, ãäå xk, xl

ñóòü ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû A∗, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì
÷èñëàì λk, λl, ò. å. A∗xk = λkxk, A∗xl = λlx

l. Ïðè ýòîì íàäî ïðîâåðèòü,
÷òî B 6= 0. Ïðåäïîëîæèâ ïðîòèâíîå, ò. å. ÷òî xk(xl)∗ = −xl(xk)∗, íóæ-
íî âûâåñòè, ÷òî òîãäà âåêòîðû xk, xl äîëæíû áûòü ïðîïîðöèîíàëüíû,
ò. å. xk = αxl, à îòñþäà óæå ëåãêî ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå. 17. Óêà-
çàíèå. Ïðè óêàçàííîì óñëîâèè îáùåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí
âèäà λk + λl ðàâíî N = n(n+1)

2 . Êàæäàÿ èç ýòèõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ñîá-
ñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîðà F : Sim(C, n) → Sim(C, n) (ýòî äîêàçàíî
â ïðåäûäóùåé çàäà÷å). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ ÷è-
ñåë îïåðàòîðà F íå ïðåâîñõîäèò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà Sim(C, n),
êîòîðàÿ òàêæå ðàâíà N . 18. Óêàçàíèå. Îñòàëîñü ðàçîáðàòüñÿ ñ ñèòó-
àöèåé, êîãäà ñðåäè âåëè÷èí λk + λl åñòü îäèíàêîâûå. Â ýòîìó ñëó÷àå
íóæíî ÷óòü-÷óòü èçìåíèòü ìàòðèöó A òàê, ÷òîáû âñå ýòè âåëè÷èíû, èç-
ìåíèâøèñü ñêîëü óãîäíî ìàëî, ñíîâà ñòàëè ðàçëè÷íûìè. Òîãäà ìîæíî
ïðèìåíèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó. Ñîâåðøàÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ïîëó-
÷àåì, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà F èñ÷åðïûâàþòñÿ âåëè÷èíà-
ìè óêàçàííîãî âèäà. 19. Óêàçàíèå. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü V
ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.2 è îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîé ìàòðèöû (ñì. ï. 1.2).
Îñòàëîñü äîêàçàòü ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü V . Ïðåäïîëîæèì
ñíà÷àëà, ÷òî V (x) < 0 â êàêîé-íèáóäü òî÷êå x ∈ Rn. Îòñþäà ñ ó÷åòîì
îäíîðîäíîñòè ôóíêöèè V ïîëó÷àåì, ÷òî V ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ â ëþáîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.5.1
íóëåâîå ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî � ïîëó÷èëè èñêîìîå ïðîòèâîðå÷èå ñ òåî-
ðåìîé 1.2.1. Åñëè æå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî V (x) = 0 ïðè íåêîòîðîì x 6= 0,
òî ýòîò ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê òîëüêî ÷òî ðàçîáðàííîìó èñïîëüçîâàíèåì îò-
ðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè V̇ . 20. Óêàçàíèå. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-
ñòâåííîñòü V ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.2. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî V ïðè-
íèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî V (x) > 0
ïðè âñåõ x 6= 0. Òîãäà ïî òåîðåìå 1.4.3 íóëåâîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî �
ïîëó÷èëè èñêîìîå ïðîòèâîðå÷èå ñ òåîðåìîé 1.2.2. Åñëè æå ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî V (x) = 0 ïðè íåêîòîðîì x 6= 0, òî â ñèëó îòðèöàòåëüíîé
îïðåäåëåííîñòè V̇ íà ïðîõîäÿùåé ÷åðåç x òðàåêòîðèè íàéäåòñÿ òî÷êà
y, â êîòîðîé V (y) < 0, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ óòâåðæäåíèåì äîêàçûâàåìîé
òåîðåìû. 21. Óêàçàíèå. Èç óñëîâèé çàäà÷è âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå âåê-
òîðà x 6= 0 òàêîãî, ÷òî Ax = 0. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (11), ïîêàæèòå, ÷òî
V̇ (x) = 0. 22. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ä.ó. ñ ìîäèôèöèðîâàííîé
ìàòðèöåé dx

dτ = (A− λ
2 E)x. Ïîäáèðàÿ ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð λ äîñòà-

òî÷íî ìàëûì, ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ìàòðèöà (A − λ
2 E) ïî-ïðåæíåìó

áûëà íåóñòîé÷èâîé, è ÷òîáû ρk + ρl 6= 0 íè äëÿ êàêèõ k, l = 1, . . . , n,
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ãäå ρi = λi − λ
2 � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìîäèôèöèðîâàííîé ìàòðèöû. Òî-

ãäà ïî òåîðåìå 2.4 ñóùåñòâóåò êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà V , ïðèíèìàþùàÿ
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, è òàêàÿ, ÷òî dV

dτ = W , ãäå ñèìâîëîì dV
dτ ìû

îáîçíà÷èëè ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè â ñèëó ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòå-
ìû, ò. å. dV

dτ (x) = grad V · (A − λ
2 E)x. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî

dV
dτ = dV

dt − λV ( ïðè ïðîâåðêå ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íóæíî èñïîëüçî-
âàòü òîæäåñòâî Ýéëåðà äëÿ îäíîðîäíûõ ôóíêöèé: gradV · x = 2V äëÿ
âñåõ âåêòîð-ñòîëáöîâ x ∈ Rn). 23. Óêàçàíèå. Îáîçíà÷èì A = f ′(0).
Äîïóñòèì, ÷òî ìàòðèöà A óñòîé÷èâà. Òîãäà ïîëîæèì W (x) = −|x|2
è âîçüìåì êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà V , ñóùåñòâîâàíèå êîòî-
ðîé óòâåðæäàåòñÿ â òåîðåìå 2.3. Ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèðóåìîñòè
f(x) = Ax + γ(x)|x|, ãäå γ(x) → 0 ïðè x → 0. Îòñþäà âûâåäèòå, ÷òî
V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.4.3 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì h. Åñ-
ëè æå ìàòðèöà A íåóñòîé÷èâà, òî íóæíî äåéñòâîâàòü ïî òîé æå ñõåìå,
èñïîëüçóÿ òåîðåìû 2.5 è 1.5.2. 25. Óêàçàíèå. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé

çàäà÷è W (x(t)) = −|x(t)|2 = −|Φ(t)x(0)|2. 26. B =




1/2 1/4 0
1/4 3/4 0
0 0 1/4


.

27. α 6= 0; α < 0. 28. bij =
min(i,j)∑

k=1

(i+j−2k)!
(i−k)!(j−k)!(2α)i+j+1−2k . 29. bij =

min(i,j)∑
k=1

(i+j−2k)!βi+j−2k

(i−k)!(j−k)!(2α)i+j+1−2k . 30. bii = 1
2α (1 + βb(i−1)i + βbi(i−1)); bij =

β
2α (b(i−1)j + bi(j−1)) ïðè i 6= j. 31. (2kπ, 0) � íåéòðàëüíî óñòîé÷èâûå,
V = y2

2 +1−cos x; (π+2kπ, 0) � íåóñòîé÷èâûå ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ.
32. Óñòîé÷èâî, V = 1

2y2 +
x∫
0

g(ξ) dξ. 33. Óñòîé÷èâî, V = 1
2y2 +

x∫
0

g(ξ) dξ.

34. Óñòîé÷èâî, V = 1
2y2 +

x∫
0

f(ξ, 0) dξ. 35. µi(y)y > 0, fi(x)x > 0,

ϕik(x)x > 0 ïðè x 6= 0, y 6= 0. 36. Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, V =
2x2 +3y2. 37. Íåéòðàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü, V = x4 +y4. 38. Íåóñòîé÷èâî,
V = y2 − x2. Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå òåîðåìó 1.5.3 ñ ìíîæåñòâîì Ω1 =
{(x, y) : V (x, y) < 0}. 39. Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, V = x2 + y4. Óêà-
çàíèå. Ìîæíî îòáðàñûâàòü âåëè÷èíû âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, íå âëèÿþùèå
íà ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü V̇ ïðè ìàëûõ x, y. 40. Íåóñòîé÷èâî,
V = y4 − x4. 41. Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, V =

x∫
0

f3(ξ) dξ +
y∫
0

f2(ξ) dξ.

42. Íåóñòîé÷èâî, V = x2 − y2. 43. Óêàçàíèå. Äëÿ ïðîâåðêè, ÷òî îò-
ðèöàòåëüíûå ñëàãàåìûå â V̇ ïî íîðìå ïðåâîñõîäÿò ïîëîæèòåëüíûå, âîñ-
ïîëüçóéòåñü ñëåäñòâèåì èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî: 2|z||y|k ≤
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ε2|z|2 + 1
ε2 |y|2k äëÿ ëþáîãî ε > 0. 45. Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå òåîðå-

ìó 1.5.1 è íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî 2|x|y2 ≤ x2+y4. 46. Àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, V = (y + 2x)2 + (y − 3x)2. 47. Àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî, V = (x− 2y)2 + (y + x)2. 48. Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü óêà-
çàíèåì ê çàäà÷å 43. 49. V = 1

2y2 + 1
4x4. 50. Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî,

V = x2+(y−x)2−x4+(y−x)4. Óêàçàíèå. Ñäåëàòü çàìåíó z = x+(x−y)i.
51. Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, V = x2 + y2 − 43

4 x3y − 29
4 xy3. Óêàçà-

íèå. Ñäåëàòü çàìåíó z = x + iy, òîãäà w = z + i
32 (18z3 − 54zz̄2 − 7z̄3),

V = |w|2 + O(w5). 53. Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé î òîì, ÷òî
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà çàäàííîì êîíå÷íîì âðåìåí-
íîì èíòåðâàëå íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. 55. DA ⊃ D,
ãäå D åñòü îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ëèíèÿìè y = ±√8− 6x2 − 2x3. Óêà-
çàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî {(x, y) : V̇ (x, y) = 0} ñîäåðæèò ðîâíî
äâå òðàåêòîðèè (îáå îäíîòî÷å÷íûå): íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷êó (−2, 0).
Â êà÷åñòâå D èç óñëîâèé òåîðåìû 5.1.1 òåïåðü ìîæíî âçÿòü îáëàñòü
{(x, y) : V (x, y) < l}, ãäå l = V (−2, 0) = 4. 56. Óêàçàíèå. Çàôèêñèðóéòå
ïðîèçâîëüíî l > 0, âîçüìèòå êðóãD = {(x, y) : x2+y2 < l} è äîêàæèòå ïî
òåîðåìå 5.1.1, ÷òî D ⊂ DA. 60. Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî óãëîâîé êîýô-
ôèöèåíò íàêëîíà êðèâîé àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí âåëè÷èíå − 2

x3 ,
à óãëîâîé êîýôôèöèåíò íàêëîíà òðàåêòîðèé (â òî÷êàõ êðèâîé) èìå-
åò àñèìïòîòèêó − 1

2x3 . 61. Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå íåðàâåíñòâà V̇ ≤ 0 è
îöåíêè d

dt [y+F (x)]2 = −2a|g(x)| < 0 íà ãðàíèöå ∂D ïðè [y+F (x)]2 = a2.
62. Óêàçàíèå. Âûâåäèòå îöåíêó v(x0) − v(t) ≥ σt, åñëè ðåøåíèå äî
ìîìåíòà âðåìåíè t íè ðàçó íå ïîïàëî â δ-îêðåñòíîñòü. 63. Îáîçíà-
÷èì z = (x, y), òîãäà íàéäóòñÿ ïîñòîÿííûå C1,C2,h > 0, òàêèå, ÷òî

ïðè |z0| < h ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà C1
√

V0
1+t

√
V0

≤ |z|2 ≤
(

C2V 2
0

1+tV 2
0

) 1
4

,
C1
ε2 − 1√

V0
≤ t(z0, ε) ≤ C2

ε8 − 1
V 2
0
.
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